
第 ３２ 卷第 １ 期

Ｖｏｌ􀆰 ３２　 ＮＯ．１
　 　 　 　 　 　 　 　

重庆工商大学学报（自然科学版）
Ｊ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｕｎｉｖ􀆰 （Ｎａｔ Ｓｃｉ Ｅｄ）

　 　 　 　 　 　 　 　
２０１５ 年 １ 月

Ｊａｎ．２０１５

ｄｏｉ：１０．１６０５５ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１６７２－０５８Ｘ．２０１５．０００１．００５

关于不定方程 ｘ２ ＋４ｎ ＝ ｙ１１

唐 维 彬
（西南大学 数学与统计学院， 重庆 ４００７１５）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　 收稿日期：２０１４－０６－０９；修回日期：２０１４－０７－０９．

　 　 作者简介：唐维彬（１９９０⁃），男，重庆南岸人，硕士研究生， 从事计算数论研究．

　 　 摘　 要：利用代数数论的方法，证明了不定方程 ｘ２＋４ｎ ＝ ｙ１１，当 ｎ ＝ ３ 和 ｎ ＝ ４ 时无整数解，ｎ ＝ ５ 时有整数

解（ｘ，ｙ）＝ （±３２，２） ．
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设 Ａ，Ｂ∈Ｚ＋，Ａ 无平方因子，关于不定方程

Ａｘ２ ＋ Ｂ ＝ ｙｎ，ｘ，ｙ ∈ Ｚ ＋，ｎ ∈ Ｚ，ｘ ≡ １（ｍｏｄ ２），ｎ ＞ １ （１）
的解的讨论是代数数论中的一类重要课题．当 Ａ＝ １，Ｂ＝ １ 时，ＬＥＤＥＳＧＵＥ 证明了式（１）无整数解；ＮＡＧＥＬＬ 证

明了当 Ａ＝ ２，Ｂ＝ １，ｎ＝ ５ 时，式（１）仅有整数解（ｘ，ｙ）＝ （±１１，３）；对于 Ａ＝ １，Ｂ＝ ４３ 或 ４４，ｎ＝ ５，７ 时的情况文献

［１－７］均已讨论过；李中恢，张四保［８］证明了关于不定方程 ｘ２＋１６ ＝ ｙ１１无整数解；而对于 Ａ ＝ １，ｎ ＝ １１，Ｂ ＝ ４３，
４４ 或 ４５ 时的情况未曾讨论．因此，此处讨论了当 Ａ＝ １，ｎ＝ １１，Ｂ＝ ４３，４４ 或 ４５ 时的情况．

引理 １　 设 Ｍ 是唯一分解整环，正整数 ｋ≥２，以及 α，β∈Ｚ，（α，β） ＝ １，那么若 αβ ＝ γｋ，γ∈Ｍ，则有

α＝ε１μｋ，β＝ε２νｋ，μ，ν∈Ｍ，其中 ε１，ε２ 是 Ｍ 中的单位元素，并且 ε１ε２ ＝εｋ，ε 为单位元素．
定理 １　 不定方程

ｘ２ ＋ ４３ ＝ ｙ１１ （２）
无整数解．

证明　 这里分 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），ｘ≡０（ｍｏｄ ２）两种情况进行讨论．
１） 先假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），在 Ｚ［ｉ］中，方程（２）可以写为

（ｘ ＋ ２３ ｉ）（ｘ － ２３ ｉ） ＝ ｙ１１，ｘ，ｙ ∈ Ｚ
　 　 设 δ＝（ｘ＋２３ ｉ，ｘ－２３ ｉ），由 δ ｜ （２ｘ，２４ ｉ）＝ ２，知道 δ 只能是 １，１＋ｉ，２．由 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）知道，ｘ＋２３ ｉ≡１（ｍｏｄ ２），
所以 δ≠２；如果 δ＝ １＋ｉ，则 Ｎ（１＋ｉ） ｜Ｎ（ｘ＋２３ ｉ），可知 ２ ｜ ｘ２＋４３，这与 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）矛盾，所以 δ ＝ １．由此知 ｘ＋
２３ ｉ ＝ （ａ＋ｂｉ） １１，ｘ，ａ，ｂ∈Ｚ，因而有

ｘ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ８ － １１ａｂ１０ （３）
２３ ＝ ｂ（１１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０） （４）

从式（４）中可以得到 ｂ＝ ±１，±２ｔ（１≤ｔ≤２），±２３ ．
当 ｂ＝ ±１ 时，１±２３ ＝ １１（ａ１０ －１５ａ８ ＋４２ａ６ －３０ａ４ ＋５ａ２），等式两边同时取模 １１，得到 ９≡０（ｍｏｄ １１）或者

４≡０（ｍｏｄ １１），这是矛盾的．
当 ｂ＝ ±２ｔ（１≤ｔ≤２）， ± ２３－ｔ ＝ １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ，两边同时取模 ２，得到

０≡ａ１０（ｍｏｄ ２），从而 ａ 必为偶数，然后再由 ｘ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ６ － １１ａｂ６ 知 ｘ 也为



偶数，这与假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）矛盾．
当 ｂ＝ ２３ 时，１＋２３０ ＝ １１ａ１０－１６５ａ８ｂ２＋４６２ａ６ｂ４－３３０ａ４ｂ６＋５５ａ２ｂ８，等式两边同取模 １１ 得 ２≡０（ｍｏｄ １１），这

是不可能的．
当 ｂ＝ －２３ 时， ａ２（１１ａ８ － １６５ａ６ｂ２ ＋ ４６２ａ４ｂ４ － ３３０ａ２ｂ６ ＋ ５５ｂ８） ＝ ２３０ － １ ＝ ３２ × ７ × １１ × ３１ × １５１ × ３３１，

因为 ａ∈Ｚ，所以 ａ２ ＝ １ 或 ９，代入验证如下：
当 ａ２ ＝ １ 时，ｂ＝ －２３， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ＝ － ２３５ ６２０ ６６１ ≠－ １．
当 ａ２ ＝ ９ 时，ｂ＝ －２３， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ＝ １ ５３４ ７６０ ９６３ ≠－ １．

　 　 综上所述，当 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）时，原方程无整数解．
２） 再讨论 ｘ≡０（ｍｏｄ ２）的情况，也就是 ｘ 为偶数，容易知道 ｙ 也是偶数，所以令 ｘ ＝ ２ｘ１，ｙ ＝ ２ｙ１，ｘ１，ｙ１∈

Ｚ．此时方程变为

（２ｘ１） ２ ＋ ４３ ＝ （２ｙ１） １１

即 ｘ２
１＋４２ ＝ ２９ｙ１１

１ （ｘ１，ｙ１∈Ｚ），易知 ｘ１ 仍为偶数，令 ｘ１ ＝ ２ｘ２，得 ｘ２
２ ＋ ４ ＝ ２７ｙ１１

１ ，此时 ｘ２ 也为偶数，再令 ｘ２ ＝ ２ｘ３，
得 ｘ２

３＋１＝ ２５ｙ１１
１ ，由于 ２５ｙ１１

１ 是偶数，所以 ｘ３ 必为奇数，故等式两边同时取模 ８，得到

ｘ２
３ ≡ － １ ≡ ７（ｍｏｄ ８）

由数论的知识可以知道，７ 是模 ８ 的二次非剩余，也即 ｘ２
３≡－１≡７（ｍｏｄ ８）无解，所以当 ｘ≡０（ｍｏｄ ２）时式（２）

无整数解．
定理 ２　 不定方程

ｘ２ ＋ ４４ ＝ ｙ１１ （５）
无整数解．

证明　 这里分 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），ｘ≡０（ｍｏｄ ２）两种情况进行讨论．
１） 先假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），在 Ｚ［ｉ］中原方程可以写为

（ｘ ＋ ２４ ｉ）（ｘ － ２４ ｉ） ＝ ｙ１１，ｘ，ｙ ∈ Ｚ
　 　 设 δ＝（ｘ＋２４ ｉ，ｘ－２４ ｉ），由 δ ｜ （２ｘ，２５ ｉ）＝ ２，知道 δ 只能是 １，１＋ｉ，２．由 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），知道 ｘ＋２４ ｉ≡１（ｍｏｄ
２），所以 δ≠２；如果 δ＝ １＋ｉ，则 Ｎ（１＋ｉ） ｜Ｎ（ｘ＋２４ ｉ），即 ２ ｜ ｘ２＋４４，与 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）产生矛盾，因此 δ ＝ １．由此知

ｘ＋２４ ｉ ＝ （ａ＋ｂｉ） １１，ｘ，ａ，ｂ∈Ｚ，因而有

ｘ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ８ － １１ａｂ１０ （６）
２４ ＝ ｂ（１１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０） （７）

因此 ｂ＝ ±１，±２ｔ（１≤ｔ≤３），±２４ ．
当 ｂ＝ ±１ 时，１±２４ ＝ １１（ａ１０－１５ａ８＋４２ａ６－３０ａ４＋５ａ２），此式要成立需满足 １１ ｜ １±２４，但这是不可能的．
当 ｂ＝ ±２ｔ（１≤ｔ≤３）时，±２４－ｔ ＝ １１ａ１０－１６５ａ８ｂ２＋４６２ａ６ｂ４－３３０ａ４ｂ６＋５５ａ２ｂ８－ｂ１０，则 ａ 必为偶数，再由 ｘ ＝ ａ１１－

５５ａ９ｂ２＋３３０ａ７ｂ４－４６２ａ５ｂ６＋１６５ａ３ｂ６－１１ａｂ６ 知 ｘ 也为偶数，这与假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）矛盾．
当 ｂ＝ ２４ 时，１＋２４０ ＝ １１ａ１０－１６５ａ８ｂ２＋４６２ａ６ｂ４－３３０ａ４ｂ６＋５５ａ２ｂ８，等式两边同取模 １１ 得 ２≡０（ｍｏｄ １１），这

是不可能的．
当 ｂ＝ －２４ 时， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ ＝ ２４０ － １ ＝ ３ × ５２ × １１ × １７ × ３１ × ４１ ×

６１ ６８１， 由于 ａ∈Ｚ，所以 ａ２ ＝ １ 或 ２５．下面讨论两种情况得到：
当 ａ２ ＝ １ 时，ｂ＝ －２４ 时， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ＝ － ８６８ ７９４ ６７２ ３７３ ≠－ １．
当 ａ２ ＝ ２５ 时，ｂ＝ －２４， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ＝ １ ８０２ ４６３ ０２６ ０９９ ≠－ １．

　 　 综上所述，当 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）时，原方程无整数解．
２） 再讨论 ｘ≡０（ｍｏｄ ２）的情况．易知 ｙ 也是偶数，令 ｘ ＝ ２ｘ１，ｙ ＝ ２ｙ１，ｘ１，ｙ１∈Ｚ．此时方程可变为（２ｘ１） ２＋

４４ ＝（２ｙ１） １１，即 ｘ２
１＋４３ ＝ ２９ｙ１１

１ （ｘ１，ｙ１∈Ｚ），易知 ｘ１ 仍为偶数，令 ｘ１ ＝ ２ｘ２，得 ｘ２
２＋４２ ＝ ２７ｙ７

１，此时 ｘ２ 也为偶数，再
令 ｘ２ ＝ ２ｘ３，ｘ３∈Ｚ，得 ｘ２

３＋４＝ ２５ｙ７
２，仍有 ｘ３ 为偶数，令 ｘ３ ＝ ２ｘ４，得 ｘ２

４＋１ ＝ ８ｙ７
１，由于 ｘ４ 是奇数，取 ｍｏｄ ８．可知该

方程无整数解，故当 ｘ≡０（ｍｏｄ ２）时，不定方程 ｘ２＋４４ ＝ ｙ１１无整数解．
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综上讨论，不定方程 ｘ２＋４４ ＝ ｙ１１无整数解．
定理 ３　 不定方程

ｘ２ ＋ ４５ ＝ ｙ１１ （８）
有整数解（ｘ＝ ±３２，ｙ＝ ２） ．

证明　 这里分 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），ｘ≡０（ｍｏｄ ２）两种情况进行讨论．
１） 先假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２），在 Ｚ［ｉ］中原方程可以写为

（ｘ ＋ ２５ ｉ）（ｘ － ２５ ｉ） ＝ ｙ１１，ｘ，ｙ ∈ Ｚ
　 　 设 δ＝（ｘ＋２５ ｉ，ｘ－２５ ｉ），由 δ ｜ （２ｘ，２６ ｉ）＝ ２，知道 δ 只能是 １，１＋ｉ，２．因 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）知道 ｘ＋２５ ｉ≡１（ｍｏｄ ２），
所以 δ≠２；如果 δ＝ １＋ｉ，则 Ｎ（１＋ｉ） ｜Ｎ（ｘ＋２５ ｉ），即 ２ ｜ ｘ２＋４５，与 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）产生矛盾，因此 δ ＝ １．由此知 ｘ＋
２５ ｉ ＝ （ａ＋ｂｉ） １１，ｘ，ａ，ｂ∈Ｚ，因而有

ｘ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ８ － １１ａｂ１０ （９）
２５ ＝ ｂ（１１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０） （１０）

因此 ｂ＝ ±１，±２ｔ（１≤ｔ≤４），±２５ ．
当 ｂ＝ －１ 时，１－２４ ＝ １１（ａ１０－１５ａ８＋４２ａ６－３０ａ４＋５ａ２），此式要成立需满足 １１ ｜ １－２５，但这是不可能的．
当 ｂ＝ １ 时，１＋２５ ＝ ３３＝ １１（ａ１０－１５ａ８＋４２ａ６－３０ａ４＋５ａ２），得到 ａ２ ＝ １，但 ｘ ＝ ａ１１－５５ａ９ｂ２＋３３０ａ７ｂ４－４６２ａ５ｂ６＋

１６５ａ３ｂ６－１１ａｂ６，此时 ｘ 为偶数，与假设矛盾，这是不可能的．
当 ｂ＝ ±２ｔ（１≤ｔ≤４）时，±２５－ｔ ＝ １１ａ１０－１６５ａ８ｂ２＋４６２ａ６ｂ４－３３０ａ４ｂ６＋５５ａ２ｂ８－ｂ１０，则 ａ 必为偶数，再由 ｘ ＝ ａ１１－

５５ａ９ｂ２＋３３０ａ７ｂ４－４６２ａ５ｂ６＋１６５ａ３ｂ６－１１ａｂ６ 知 ｘ 也为偶数，这与假设 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）矛盾．
当 ｂ＝ ２５ 时，１＋２５０ ＝ １１ａ１０－１６５ａ８ｂ２＋４６２ａ６ｂ４－３３０ａ４ｂ６＋５５ａ２ｂ８，等式两边同取模 １１ 得 ２≡０（ｍｏｄ １１），这

是不可能的．
当 ｂ＝ －２５ 时， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ ＝ ２５０ － １ ＝ ３ × １１ × ３１ × ２５１ × ６０１ × １ ８０１ ×

４ ０５１ ，由于 ａ∈Ｚ，所以 ａ２ ＝ １．当 ａ２ ＝ １ 时，ｂ＝ －２５ 时， １１ａ１０ － １６５ａ８ｂ２ ＋ ４６２ａ６ｂ４ － ３３０ａ４ｂ６ ＋ ５５ａ２ｂ８ － ｂ１０ ＝
－ １ ０６５ ７８０ ６１７ ８４３ ７０１ ≠－ １ ．
　 　 综上所述，当 ｘ≡１（ｍｏｄ ２）时，原方程无整数解．

２） 再讨论 ｘ≡０（ｍｏｄ ２）的情况，也就是 ｘ 为偶数，容易知道 ｙ 也是偶数，所以令 ｘ ＝ ２ｘ１，ｙ ＝ ２ｙ１，ｘ１，ｙ１∈
Ｚ．此时方程变为

（２ｘ１） ２ ＋ ４５ ＝ （２ｙ１） １１

即 ｘ２
１＋４４ ＝ ２９ｙ１１

１ （ｘ１，ｙ１∈Ｚ），易知 ｘ１ 仍为偶数，且能被 ４ 整除，令 ｘ１ ＝ ４ｘ２，得 ｘ２
２ ＋ ４２ ＝ ２５ｙ１１

１ ，此时 ｘ２ 也为偶

数，且能被 ４ 整除，再令 ｘ２ ＝ ４ｘ３，得 ｘ２
３＋１＝ ２ｙ１１

１ ，由于 ２ｙ１１
１ 是偶数，所以 ｘ３ 必为奇数．只需讨论 ｘ２＋１ ＝ ２ｙ１１

１ 的整

数解．在 Ｚ［ｉ］中此方程可以写为

（ｘ ＋ ｉ）（ｘ － ｉ） ＝ ｉ（１ － ｉ） ２ｙ１１

记 μ＝（ｘ＋ｉ，ｘ－ｉ），μ ｜ （２ｘ，２ｉ） ＝ ２，所以 μ 的值只能为 １，１－ｉ，２．显然 μ≠２，因为
ｘ
２
＋ ｙ
２
ｉ∉Ｚ［ ｉ］，若 μ ＝ １，则

ｉ （１－ｉ） ２ ＝ ２一定只能整除 ｘ＋ｉ，ｘ－ｉ 中的一个，但这是不可能的，故 μ ＝ １－ｉ．由此可以得到
ｘ＋ｉ
１＋ｉ

·ｘ－ｉ
１－ｉ

＝ ｙ１１，（ ｘ
＋ｉ

１＋ｉ
，

ｘ－ｉ
１－ｉ

）＝ １．故由引理可得 ｘ ＋ ｉ ＝ （１ ＋ ｉ）（ａ ＋ ｂｉ） １１ｘ，ａ，ｂ ∈ Ｚ ．即

１ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ８ － １１ａｂ１０ ＋
１１ａ１０ｂ － １６５ａ８ｂ３ ＋ ４６２ａ６ｂ５ － ３３０ａ４ｂ７ ＋ ５５ａ２ｂ９ － ｂ１１

１ ＝ （ａ － ｂ）（ａ１０ ＋ １２ａ９ｂ － ４３ａ９ｂ － ２０８ａ７ｂ３ ＋ １２２ａ６ｂ４ ＋ ５８４ａ５ｂ５ ＋
１２２ａ４ｂ６ － ２０８ａ３ｂ７ － ４３ａ２ｂ８ ＋ １２ａｂ９ ＋ ｂ１０）

ｘ ＝ ａ１１ － ５５ａ９ｂ２ ＋ ３３０ａ７ｂ４ － ４６２ａ５ｂ６ ＋ １６５ａ３ｂ８ － １１ａｂ１０ －
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（１１ａ１０ｂ － １６５ａ８ｂ３ ＋ ４６２ａ６ｂ５ － ３３０ａ４ｂ７ ＋ ５５ａ２ｂ９ － ｂ１１）
　 　 所以 （ａ － ｂ） ＝ ± １，ａ１０ ＋ １２ａ９ｂ － ４３ａ９ｂ － ２０８ａ７ｂ３ ＋ １２２ａ６ｂ４ ＋ ５８４ａ５ｂ５ ＋ １２２ａ４ｂ６ － ２０８ａ３ｂ７ － ４３ａ２ｂ８ ＋
１２ａｂ９ － ｂ１０ ＝ ± １．

下面分析何种情况成立：
ａ１０ ＋ １２ａ９ｂ － ４３ａ９ｂ － ２０８ａ７ｂ３ ＋ １２２ａ６ｂ４ ＋ ５８４ａ５ｂ５ ＋ １２２ａ４ｂ６ － ２０８ａ３ｂ７ － ４３ａ２ｂ８ ＋ １２ａｂ９ － ｂ１０ ＝
（ａ － ｂ） １０ ＋ （２２ａ９ｂ － ８８ａ８ｂ２ － ８８ａ７ｂ３ － ８８ａ６ｂ４ ＋ ８３６ａ５ｂ５ － ８８ａ４ｂ６ － ８８ａ３ｂ７ － ８８ａ２ｂ８ ＋ ２２ａｂ９） ＝
１ ＋ （２２ａ９ｂ － ８８ａ８ｂ２ － ８８ａ７ｂ３ － ８８ａ６ｂ４ ＋ ８３６ａ５ｂ５ － ８８ａ４ｂ６ － ８８ａ３ｂ７ － ８８ａ２ｂ８ ＋ ２２ａｂ９）

所以得到

（２２ａ９ｂ － ８８ａ８ｂ２ － ８８ａ７ｂ３ － ８８ａ６ｂ４ ＋ ８３６ａ５ｂ５ － ８８ａ４ｂ６ － ８８ａ３ｂ７ － ８８ａ２ｂ８ ＋ ２２ａｂ９） ＝ ０ 或 － ２
而

２２ａ９ｂ － ８８ａ８ｂ２ － ８８ａ７ｂ３ － ８８ａ６ｂ４ ＋ ８３６ａ５ｂ５ － ８８ａ４ｂ６ － ８８ａ３ｂ７ － ８８ａ２ｂ８ ＋ ２２ａｂ９ ＝ － ２
无整数解，因为 ２２ 不整除－２．所以此时，ａ－ｂ＝ １，

２２ａ９ｂ － ８８ａ８ｂ２ － ８８ａ７ｂ３ － ８８ａ６ｂ４ ＋ ８３６ａ５ｂ５ － ８８ａ４ｂ６ － ８８ａ３ｂ７ － ８８ａ２ｂ８ ＋ ２２ａｂ９ ＝ ０
ａｂ（ａ８ － ４ａ７ｂ － ４ａ６ｂ２ － ４ａ５ｂ３ ＋ ３８ａ４ｂ４ － ４ａ３ｂ５ － ４ａ２ｂ６ － ４ａｂ７ ＋ ｂ８） ＝ ０

ａｂ＝ ０ 或者 ａ８ －４ａ７ｂ－４ａ６ｂ２ －４ａ５ｂ３ ＋３８ａ４ｂ４ －４ａ３ｂ５ －４ａ２ｂ６ －４ａｂ７ ＋ｂ８ ＝ ０．如果 ａ８ －４ａ７ｂ－４ａ６ｂ２ －４ａ５ｂ３ ＋３８ａ４ｂ４ －
４ａ３ｂ５－４ａ２ｂ６－４ａｂ７＋ｂ８ ＝ ０，那么

（ａ － ｂ） ８ ＋ ４ａ７ｂ － ３２ａ６ｂ２ ＋ ５２ａ５ｂ３ － ３２ａ４ｂ４ ＋ ５２ａ３ｂ５ － ３２ａ２ｂ６ ＋ ４ａｂ７ ＝ ０
从而 ４ａ７ｂ－３２ａ６ｂ２＋５２ａ５ｂ３－３２ａ４ｂ４＋５２ａ３ｂ５－３２ａ２ｂ６＋４ａｂ７ ＝ －（ａ－ｂ） ８ ＝ －１，因为 ４ 不能整除－１，所以无整数解，
所以只能 ａｂ＝ ０．

因为 ａｂ＝ ０ 且 ａ－ｂ＝ １，故 ａ＝ １，ｂ＝ ０ 或 ａ＝ ０，ｂ＝ －１，故 ｘ＝ ±１，ｙ ＝ １．所以不定方程 ｘ２＋１ ＝ ２ｙ１１只有整数解

ｘ＝ ±１，ｙ＝ １，故 ｘ３ ＝ ±１，ｙ１ ＝ １，不定方程 ｘ２＋４５ ＝ ｙ１１有整数解（ｘ，ｙ）＝ （±３２，２） ．
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