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　 　 摘　 要：在 η 关于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函数条件下，推出伪不变凸单调与严格伪不变凸单调之间的

关系．
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广义凸在数学、管理科学、工程学、经济学和最优化理论中都担当了重要的角色，不变凸函数和不变凸
单调又是研究广义凸性的重要组成部分，文献［１－４］研究了关于广义不变凸与不变凸单调；文献［４］在 η 关
于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函数条件代替条件 Ｃ 下，建立了伪不变凸单调与拟不变凸单调之间的关系．而此
处是在 η 关于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函数条件下，推出伪不变凸单调与严格伪不变凸单调之间的关系．

１　 预备知识

定义 １［５］ 　 设 Ｘ 和 Ｙ 是实向量空间，若函数 ϕ：Ｘ→Ｙ 的映射，对∀ｘ，ｙ∈Ｘ，且∀λ，μ∈Ｒ，有
ϕ（λｘ ＋ μｙ） ＝ λϕ（ｘ） ＋ μϕ（ｙ）

成立，则称 ϕ 是线性函数．
定义 ２［６］ 　 设 Γ⊆Ｒｎ 是凸集，若函数 ϕ：Γ⊆Ｒｎ→Ｒｎ 的映射，对∀ｘ，ｙ∈Ｘ，且∀λ∈（０，１），有

ϕ（λｘ ＋ （１ － λ）ｙ） ＝ λϕ（ｘ） ＋ （１ － λ）ϕ（ｙ）
成立，则称 ϕ 是仿射函数．

定义 ３［１］ 　 设函数 η：Γ×Γ→Ｒｎ，若对∀ｘ，ｙ∈Γ⊆Ｒｎ 都有
η（ｘ，ｙ） ＋ η（ｙ，ｘ） ＝ ０

成立，则称 η 为 ｓｋｅｗ 函数．
定义 ４［１］ 　 设 Γ⊆Ｒｎ 是开集，函数 θ：Γ⊆Ｒｎ→Ｒｎ 映射，
（ａ） 若∃η：Γ×Γ→Ｒｎ 对∀ｘ，ｙ∈Γ⊆Ｒｎ，都有

η（ｙ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ≥ ０⇒θ（ｙ） － θ（ｘ） ≥ ０
成立，则称 θ 是伪不变凸单调函数．

（ｂ） 若∃η：Γ×Γ→Ｒｎ 对∀ｘ，ｙ∈Γ⊆Ｒｎ，ｘ≠ｙ，都有
η（ｙ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ≥ ０⇒θ（ｙ） － θ（ｘ） ＞ ０

成立，则称 Ｆ 是严格伪不变凸单调函数．

２　 主要结果

引理 １［４］ 　 设集合 Γ 是集合 Ｒｎ 中的开凸子集，假设：



（ａ） ▽θ：Ｒｎ→Ｒｎ 是关于函数 η：Γ×Γ→Ｒｎ 的严格伪不变凸单调；（ｂ） η 关于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函

数；（ｃ） 对 ｘ≠ｙ，都有 θ（ｘ） ≥ θ（ｙ）⇒η（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ≥０ 成立，其中ｘ是 ｘ 与 ｙ 线段上一点．则称 θ：Γ⊆Ｒｎ→
Ｒ 在 Γ 关于 η 是严格伪不变凸的．

定理 １　 设集合 Γ 是集合 Ｒｎ 中的开凸子集，假设：
（ａ） ▽θ：Ｒｎ→Ｒｎ 是关于函数 η：Γ×Γ→Ｒｎ 伪不变凸单调的； （ｂ） η 关于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函数；

（ｃ） 对 ｘ≠ｙ，都有 θ（ｘ） ≥ θ（ｙ）⇒η（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＞ ０ 成立，其中ｘ＝λｘ＋（１－λ）ｙ，∀０＜λ＜１．则称 θ：Γ⊆Ｒｎ→
Ｒ 在 Γ 关于 η 是严格伪不变凸的．

证明　 设∀ｘ，ｙ∈Γ⊆Ｒｎ，ｘ≠ｙ，有 η（ｙ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ≥ ０，需要证明 θ（ｘ） ＞ θ（ｙ） ．反证法，假设 θ（ｘ） ≤

θ（ｙ） 由定理 １ 中的条件（ｃ）知 η（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＞ ０，其中ｘ＝λｘ＋（１－λ）ｙ，∀０＜λ＜１．
由定理 １ 中的条件（ｂ）知 η 关于第一变量仿射且是 ｓｋｅｗ 函数条件，有

η（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＜ ０ （１）
由式（１）和定理 １ 中的条件（ａ）知

η（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＜ ０ （２）
由式（２）和定理中 １ 的条件（ｂ）有

λη（ｘ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＋ （１ － λ）η（ｙ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＜ ０ （３）
由 η 是 ｓｋｅｗ 函数，则有

η（ｘ，ｘ） ＝ ０ （４）

由式（３）（４）和 ０＜λ＜１，有
η（ｙ，ｘ） ｔ▽θ（ｘ） ＜ ０

与式（１）矛盾．证毕．
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