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分数阶微积分已有３００多年的历史，其发展几乎与整数阶微积分同步，但将其应用到物理学和工程学的
研究热潮，还是最近几十年兴起的。近期的专著主要强调分数阶微积分在物理、信号处理、生物工程、扩散

波和电磁学的应用［１－４］。由于分数阶微积分具有“记忆”和“遗传”的特性，因此将其应用到神经网络模型中

能够更加准确地描述信号输入和输出间的复杂关系。目前，对于分数阶系统同步的研究主要是针对非时滞

系统，其主要方法是利用控制项将误差系统的非线性项消去，得到一个线性的误差系统，然后通过研究误差

系统的稳定性，来研究分数阶系统的同步，如文献［５－７］。这种做法使得控制项含有非线性项，加大了控制
的难度和成本。然而，在文献［８］中保留了误差系统的非线性项，使得控制器只需要满足一个简单的线性控
制，当然此方法的不足之处在于必须对误差系统中的非线性项进行约束。本文主要考虑带时滞的神经网络

系统同步，选取的控制器使其误差系统含有非线性项，优点在于使控制器相对简单。

１　预备知识

定义 １［１］　函数ｘ（ｔ）的阶数为α的Ｃａｐｕｔｏ导数定义为

ＣＤαｔ０，ｔｘ（ｔ）＝Ｄ
－（ｎ－α）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ （１）

其中ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋。
定义 ２［１］　单参数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数定义为

Ｅα（ｚ）＝
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ（ｋα＋１）
（２）

式（２）中α＞０，ｚ∈Ｃ。



双参数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数定义为

Ｅα，β（ｚ）＝
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ（ｋα＋β）
（３）

式（３）中α＞０，β＞０且ｚ∈Ｃ，有Ｅα（ｚ）＝Ｅα，１（ｚ），Ｅ１，１（ｚ）＝ｅ
ｚ。

本文所讨论的分数阶导数Ｄα是指Ｃａｐｕｔｏ导数Ｄα０，ｔ，当ｘ∈Ｒ
ｎ，其范数定义为 ｘ＝

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ。

引理 １［８］　若Ｖ（ｔ）在区间［０，＋∞）上是连续函数且满足

ＤαＶ（ｔ）≤－λＶ（ｔ） （４）
则

Ｖ（ｔ）≤Ｖ（ｔ０）Ｅα（－λ（ｔ－ｔ０）
α） （５）

式（５）中α∈（０，１）且λ是正常数。
引理 ２［１］　令α＜２，β是任意的实数，πα／２＜μ＜ｍｉｎ｛π，πα｝，则存在Ｃ是一个实常数，使得

｜Ｅα，β（ｚ）｜≤
Ｃ

１＋｜ｚ｜
，（μ≤｜ａｒｇ（ｚ）｜≤π），｜ｚ｜＞０ （６）

　　本文考虑如下具有时滞的分数阶神经网络模型：

Ｄαｘｉ（ｔ）＝－ｃｉｘｉ（ｔ）＋
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｊ（ｘｊ（ｔ））＋

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｆｊ（ｘｊ（ｔ－τ））＋Ｉｉ （７）

或者写成向量的表示形式

Ｄαｘ（ｔ）＝－Ｃｘ（ｔ）＋Ａｆ（ｘ（ｔ））＋Ｂｆ（ｘ（ｔ－τ））＋Ｉ （８）

其中ｉ∈Ｎ＝１，２，…，ｎ，ｔ≥０，０＜α＜１，ｎ是神经元个数，ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ））
Ｔ∈Ｒｎ表示在时间 ｔ的状态变

量，ｆ（ｘ（ｔ））＝（ｆ１（ｘ１（ｔ）），…，ｆｎ（ｘｎ（ｔ）））
Ｔ表示神经元的激励函数，Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）表示在与神经网络

不联通且无外部附加电压差的情况下第ｉ个神经元恢复静息状态的速率。矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ指第 ｊ个神经元

在ｔ时刻对第ｉ个神经元的影响强度，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ指第 ｊ个神经元在 ｔ－τ时刻对第 ｉ个神经元的影响强度，

Ｉ＝（Ｉ１，Ｉ２，…，Ｉｎ）
Ｔ是指神经元的网络偏差量。

２　主要结论及其证明

在本节将得到带时滞的分数阶神经网络模型同步的充分条件，把系统式（７）作为主系统，其从系统为

Ｄαｙｉ（ｔ）＝－ｃｉｙｉ（ｔ）＋
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｊ（ｙｊ（ｔ））＋

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｆｊ（ｙｊ（ｔ－τ））＋Ｉｉ＋ｕｉ（ｔ） （９）

写成向量的表示形式

Ｄαｙ（ｔ）＝－Ｃｙ（ｔ）＋Ａｆ（ｙ（ｔ））＋Ｂｆ（ｙ（ｔ－τ））＋Ｉ＋ｕ（ｔ） （１０）

其中ｙ（ｔ）＝（ｙ１（ｔ），…，ｙｎ（ｔ））
Ｔ∈Ｒｎ指从系统的状态变量，Ｃ、Ａ、Ｂ和ｆ（·）与系统式（８）的表示相同，ｕ（ｔ）＝

（ｕ１（ｔ），…，ｕｎ（ｔ））
Ｔ是指控制器。

设误差向量ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）。由主系统式（８）和从系统式（１０）得误差系统的表达式：

Ｄαｅ（ｔ）＝－Ｃｅ（ｔ）＋Ａ［ｆ（ｙ（ｔ））－ｆ（ｘ（ｔ））］＋Ｂ［ｆ（ｙ（ｔ－τ））－ｆ（ｘ（ｔ－τ））］＋ｕ（ｔ） （１１）
其中ｅ（ｔ）＝（ｅ１（ｔ），…，ｅｎ（ｔ））

Ｔ，因此主系统式（８）和从系统式（１０）的同步问题就等价于系统式（１１）的渐进

稳定性问题。选取控制器ｕ（ｔ）为ｕ（ｔ）＝－Ｋ槇ｅ（ｔ）－Ｋｅ（ｔ－τ），Ｋ槇＝ｋ槇ｉｊ( ) ｎ×ｎ，Ｋ＝ｋｉｊ( ) ｎ×ｎ是指控制收益矩阵，那么误
差式（１１）可以写成：
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Ｄαｅｉ（ｔ）＝－ｃｉｅｉ（ｔ）＋
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ））］＋

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ－τ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ－τ））］

－
ｎ

ｊ＝１
ｋ槇ｉｊｅｊ（ｔ）－

ｎ

ｊ＝１
ｋｉｊｅｊ（ｔ－τ）

（１２）

　　定理１　若分数阶时滞神经网络系统式（８）和式（１０）均满足｜ｆｊ（ｕ）－ｆｊ（ｖ）｜≤Ｌｊ｜ｕ－ｖ｜，ｕ，ｖ∈Ｒ，Ｌｊ（ｊ＝

１，２，…，ｎ）为正常数，控制收益矩阵Ｋ槇＝｜Ａ｜Ｌ，Ｋ＝｜Ｂ｜Ｌ，其中 Ｌ＝ｄｉａｇ（Ｌ１，…，Ｌｎ），且 ｃｉ＞０ｉ＝１，…，ｎ( )，那么
式（８）和式（１０）是同步的。

证明　若ｅｉ（ｔ）＝０，则Ｄα ｅｉ（ｔ）＝０。若ｅｉ（ｔ）＞０，则

Ｄα｜ｅｉ（ｔ）｜＝
１

Γ（１－α）∫
ｔ

０

｜ｅｉ（ｓ）｜′
ｔ－ｓ( ) α

ｄｓ＝
１

Γ（１－α）∫
ｔ

０

ｅ′ｉ（ｓ）
（ｔ－ｓ）α

ｄｓ＝Ｄαｅｉ（ｔ） （１３）

类似的，如果ｅｉ（ｔ）＜０，那么

Ｄα｜ｅｉ（ｔ）｜＝
１

Γ（１－α）∫
ｔ

０

｜ｅｉ（ｓ）｜′
ｔ－ｓ( ) α

ｄｓ＝－
１

Γ（１－α）∫
ｔ

０

ｅ′ｉ（ｓ）
（ｔ－ｓ）α

ｄｓ＝－Ｄαｅｉ（ｔ） （１４）

因此，我们得到：

Ｄα｜ｅｉ（ｔ）｜＝ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））Ｄαｅｉ（ｔ） （１５）
考虑辅助函数

Ｖ（ｔ）＝
ｎ

ｉ＝１
｜ｅｉ（ｔ）｜ （１６）

由系统式（１５）可以得到Ｖ（ｔ）的Ｃａｐｕｔｏ导数为

ＤαＶ（ｔ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｄα｜ｅｉ（ｔ）｜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

＝
ｎ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））｛－ｃｉｅｉ（ｔ）＋

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ））］

　 ＋
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ－τ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ－τ））］－

ｎ

ｊ＝１
ｋ槇ｉｊｅｊ（ｔ）－

ｎ

ｊ＝１
ｋｉｊｅｊ（ｔ－τ）｝

＝
ｎ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））｛－ｃｉｅｉ（ｔ）＋

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ））］

　 ＋
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ［ｆｊ（ｙｊ（ｔ－τ））－ｆｊ（ｘｊ（ｔ－τ））］－

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＬｊｅｊ（ｔ）－

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊＬｊｅｊ（ｔ－τ）｝

≤
ｎ

ｉ＝１
｛－ｃｉ｜ｅｉ（ｔ）｜＋

ｎ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜Ｌｊ｜ｅｊ（ｔ）｜＋

ｎ

ｊ＝１
｜ｂｉｊ｜Ｌｊ｜ｅｊ（ｔ－τ）｜

　 －
ｎ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜Ｌｊ｜ｅｊ（ｔ）｜－

ｎ

ｊ＝１
｜ｂｉｊ｜Ｌｊ｜ｅｊ（ｔ－τ）｜｝

＝
ｎ

ｉ＝１
－ｃｉ｜ｅｉ（ｔ）｜

≤
ｎ

ｉ＝１
－λ｜ｅｉ（ｔ）｜

＝－λＶ（ｔ） （１７）
式（１）中λ＝ｍｉｎｃｉ（ｉ＝１，…，ｎ）。根据引理 １可知

Ｖ（ｔ）≤Ｖ（ｔ０）Ｅα（－λ（ｔ－ｔ０）
α） （１８）

由范数的定义
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Ｖ（ｔ）＝
ｎ

ｉ＝１
｜ｅｉ（ｔ）｜＝‖ｅ（ｔ）‖ （１９）

Ｖ（ｔ０）＝
ｎ

ｉ＝１
｜ｅｉ（ｔ０）｜＝‖ｅ（ｔ０）‖ （２０）

也就是

‖ｅ（ｔ）‖≤‖ｅ（ｔ０）‖Ｅα（－λ（ｔ－ｔ０）
α） （２１）

　　令ｚ＝－λ（ｔ－ｔ０）α，｜ａｒｇ（ｚ）｜＝π，引理 ２可知存在一个实常数Ｃ，使得

‖ｅ（ｔ）‖≤‖ｅ（ｔ０）‖
Ｃ

１＋｜λ（ｔ－ｔ０）α｜
（２２）

　　由式（１２）可知，当ｔ趋于无穷大时，ｅ（ｔ）是渐进趋于零的，分数阶时滞神经网络系统式（８）和式（１０）
是全局同步的。

３　数值模拟

考虑如下具有时滞的分数阶神经网络模型

Ｄαｘ（ｔ）＝－Ｃｘ（ｔ）＋Ａｆ（ｘ（ｔ））＋Ｂｆ（ｘ（ｔ－τ）） （２３）

　　其中ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ））
Ｔ，Ｃ＝ｄｉａｇ１，１，１( )，Ａ＝

２ －１．２ ０
２ １．７１ １．１５
－４．７５ ０ １．１











，Ｂ＝
１ －１．２ ０
１ １．７１ １．１５
－４．７５ ０ １．１











，

ｆｘ（ｔ）( )＝ ｔａｎｈ（ｘ１（ｔ）），ｔａｎｈ（ｘ２（ｔ）），ｔａｎｈ（ｘ３（ｔ））( ) Ｔ，当 Ｌ１＝Ｌ２＝Ｌ３＝１时，函数 ｆ满足定理 １中的条件，取

τ＝０．１。取系统式（２３）的从系统为
Ｄαｙ（ｔ）＝－Ｃｙ（ｔ）＋Ａｆ（ｙ（ｔ））＋Ｂｆ（ｙ（ｔ－τ））＋ｕ（ｔ） （２４）

选取控制器ｕ（ｔ）中的Ｋ槇＝ ＡＬ＝
２ １．２ ０
２ １．７１ １．１５
４．７５ ０ １．１











，Ｋ＝ ＢＬ＝
１ １．２ ０
１ １．７１ １．１５
４．７５ ０ １．１











。根据定理１可知系

统式（２３）和系统式（２４）是同步的。数值模拟中，分别取主系统与从系统的初始值为ｘ（０）＝（０．１，０．４，０．２）Ｔ

和ｙ（０）＝（０．２，０．５，０．３）Ｔ。图１表示其误差系统的轨迹。根据数值模拟所得图形图２与文献［８］中图形相
比较可知，本文在加入时滞项且使误差系统保留非线性项的情况下，误差系统的收敛效果基本相同。

图１　系统式（２３）与系统式（２４）的误差系统的时间响应曲线，α＝０．９６
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图２　文献［８］中误差系统的时间响应曲线

４　结　论

由于时滞在生物神经网络中的不可避免性，因此时滞神经

网络相比较非时滞神经网络更具有一般性，对时滞神经网络的

研究更具有理论意义和实际应用价值。本文基于反馈控制的方

法对分数阶时滞神经网络的同步问题进行了讨论，通过线性反

馈控制给出了时滞神经网络同步的充分条件，并提供了一种简

易的同步控制器设计方法。数值仿真验证了所得理论的正

确性。
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