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　　摘　要：运动轨迹辨识是机器人研究领域中的一个热点问题，运用最小二乘法对步态机器人的运动轨
迹进行研究．测量并计算了人体步态特征参数；在此基础上，通过曲线拟合的方法，为下肢各个关节部位建立
相对应的数学模型，得到了步态机器人运动轨迹的整体数学模型；最后，利用得到的数学模型表达式验证了

文中所提研究方法的可行性与有效性．
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自从机器人控制技术问世以来，其路径规划问题一直是一个热点［１］，许多研究人员在这个领域进行了

大量的实验研究，并提出许多可行的方法．朱庆保［２］等选用了最近邻居策略、目标导引函数和概率搜寻策略，

提出利用栅格法对蚂蚁觅食路径进行建模，从而获得一条最好运动轨迹；庄晓东［３］等参考了物体的运动和

其位置的关系，提出了应用模糊概念建立动态的数学模型，从而构造出一种二维函数，最后通过模糊评价得

出最佳运动轨迹；周郭许［４］等提出应用栅格法建立一种数学模型，并用求迷宫最短路程的算法，来求得机器

人的最佳运动轨迹；唐国新［５］等在交叉算子的基础上，提出了一种改进的遗传算法，优化了在实际操作过程

中遗传算子的进化效率，最终得到一条最佳的运动轨迹；周磊［６］等针对路径长度相同，但直线路径消耗的能

量要小一点的问题，提出了引入模糊算法的方法，对蚁群算法进行改进，组成一种混合算法对运动轨迹进行

研究；何娟［７］等结合了遗传算法与蚁群算法，提出了一种新型的遗传蚁群算法，先通过遗传算法得出初始运

动轨迹分布，再采用蚁群算法求出其最优解，得到一条最佳运动轨迹；另外，冯治国［８］等先利用拉格朗日法

建立系统的运动模型，并设计了比例微分反馈控制法，同时引入径向神经网络来减小误差，实现无偏差轨迹
控制，得到机器人最佳运动轨迹．

以上文献中，研究人员应用了大量的不同方法对机器人路径运动轨迹进行研究，取得了一定得成果．此
处将在以上研究的基础上，先通过对人体步态特征参数进行测量并计算，再通过曲线拟合的方法，为其建立

相对应的数学模型，从而得到步态机器人的运动轨迹．

１　步态机器人动力学特性

步行运动是一个周期性的运动过程，由于两条腿的运动是交替进行的，所以以其中一条腿来进行运动轨迹

的研究．一个完整的步态运动是由支撑相和摆动相两个部分组成的，支撑相期包括第一个双足支撑相、单足支撑
相和第二个双足支撑相，它约占整个步态周期的６０％，其中双足支撑相约占２０％，单足支撑相约占４０％；而在摆



动相期间，一条腿与地面接触，另一条腿处于摆动的状态，它约占整个步态周期的４０％，步伐周期如图１所示．

图１　步伐周期图

在整个步态运动过程中，将下肢简化成如图２的模型，其中Ａ，Ｂ，Ｃ３点分别表示髋关节、膝关节、踝关节
的转动中心，Ｄ点表示脚趾．利用摄像机测得 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ等４点在不同时刻的空间位置，并记录下其坐标值，
为后期的角度计算提供数据．

首先，建立下肢简化模型图的局部坐标系，将坐标系的 ＸＯＹ平面置于矢状面，Ｘ轴正方向水平向右，如
图２所示．此时，下肢模型的运动情况仅和 Ｘ，Ｙ坐标有关，与 Ｚ坐标无关．设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４点的坐标分别为 Ａ

（ｘａ，ｙａ，ｚａ），Ｂ（ｘｂ，ｙｂ，ｚｂ），Ｃ（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ），Ｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ），相邻两个点的线段ＡＢ
→
，ＢＣ→ ，ＣＤ→ 长度分别为 ｌａｂ，ｌｂｃ，ｌｃｄ，髋

关节角度值、膝关节角度值、踝关节角度值表示为θｈｉｐ，θｋｎｅｅ，θａｎｋｌｅ，则Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４点的运动关系表达式分别为
ｘａ
ｙａ[ ] ＝ ｘａｙａ[ ] 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （１）

ｘａ
ｙａ[ ] ＝ ｘａｙａ[ ] ＋ｌａｂ ｓｉｎ（θｈｉｐ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ）[ ] （２）

ｘａ
ｙａ[ ] ＝ ｘａｙａ[ ] ＋ｌａｂ ｓｉｎ（θｈｉｐ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ）[ ] ＋ｌｂｃ ｓｉｎ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ）[ ] （３）

ｘａ
ｙａ[ ] ＝ ｘａｙａ[ ] ＋ｌａｂ ｓｉｎ（θｈｉｐ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ）[ ] ＋ｌｂｃ ｓｉｎ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ）[ ] ＋ｌｃｄ ｓｉｎ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ＋θａｎｋｌｅ）－ｃｏｓ（θｈｉｐ－θｋｎｅｅ＋θａｎｋｌｅ）[ ] （４）

　　下肢模型相邻两个点之间的连线长度ｌａｂ，ｌｂｃ，ｌｃｄ的计算公式为

ｌａｂ＝ （ｙｂ－ｙａ）
２＋（ｘｂ－ｘａ）槡

２

ｌｂｃ＝ （ｙｃ－ｙｂ）
２＋（ｘｃ－ｘｂ）槡

２

ｌｃｄ＝ （ｙｄ－ｙｃ）
２＋（ｘｄ－ｘｃ）槡

２











（５）

　　将式（１）到式（５）联立起来进行方程的求解，得到髋关节角度 θｈｉｐ、膝关节角度 θｋｎｅｅ、踝关节角度 θａｎｋｌｅ的

数学表达式分别为

θｈｉｐ＝－ａｒｃｔａｎ（
ｘｂ－ｘａ
ｙｂ－ｙａ

）

θｋｎｅｅ＝－ａｒｃｔａｎ（
ｘｂ－ｘａ
ｙｂ－ｙａ

）＋ａｒｃｔａｎ（
ｘｃ－ｘｂ
ｙｃ－ｙｂ

）

θａｎｋｌｅ＝ａｒｃｔａｎ（
ｘｃ－ｘｂ
ｙｃ－ｙｂ

）－ａｒｃｔａｎ（
ｘｄ－ｘｃ
ｙｄ－ｙｃ

）

　　将４个点的坐标值Ａ（ｘａ，ｙａ，ｚａ），Ｂ（ｘｂ，ｙｂ，ｚｂ），Ｃ（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ），Ｄ（ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ），代入 θｈｉｐ，θｋｎｅｅ，θａｎｋｌｅ的表达式

中，即可得到髋关节角度θｈｉｐ，膝关节角度θｋｎｅｅ和踝关节角度θａｎｋｌｅ的值．
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图２　下肢简化模型图 图３　髋关节的角度数据

２　步态机器人特征参数辨识

上述测得的步态特征参数是离散的，不能直接用来进行步态机器人运动轨迹的研究，还需通过数学方

法来建立相对应的数学模型．此处应用最小二乘法来建立数学模型，并通过 ＭＡＴＬＡＢ拟合出来一条近似的
曲线，能反映测量数据的变化趋势，可以最大程度排除随机误差的干扰，得到一个比较精确的数学模型．

２．１　髋关节角度特征模型

髋关节在一个周期内的角度数据变化规律如图３所示，从图中可以看出，髋关节在一个周期内先下降后
上升，其中出现了一个波谷，所以可以选用正弦函数、余弦函数和常数组合在一起，通过３者的叠加构造一种
傅里叶函数实现曲线的拟合．髋关节的角度数学模型通式为

θｈｉｐ＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ｘｗ）＋ｂ１ｓｉｎ（ｘｗ）＋ａ２ｃｏｓ（２ｘｗ）＋ｂ２ｓｉｎ（２ｘｗ）＋ａ３ｃｏｓ（３ｘｗ）＋ｂ３ｓｉｎ（３ｘｗ）
其中，θｈｉｐ表示髋关节角度；ｘ表示步态周期的百分比，取值范围为［０，１００］；ａ０，ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２，ａ３，ｂ３，ｗ为髋关
节拟合曲线方程系数．

按照髋关节的角度数学模型通式进行曲线拟合，在ＭＡＴＬＡＢ中进行运算可以得到如图４所示的拟合曲
线和如表１所示的拟合系数值．从图４中可以看出，用傅里叶函数拟合出来的曲线跟随角度的变化而变化，
能符合角度的变化规律．

将表１拟合出来的系数代入髋关节角度数学模型通式中，可以得到其模型数学表达式为

θｈｉｐ＝１０．１３＋１８．５１ｃｏｓ（０．０６２５７ｘ）－３．１１９ｓｉｎ（０．０６２５７ｘ）－２．１３５ｃｏｓ（０．１２５１４ｘ）－

２．３３５ｓｉｎ（０．１２５１４ｘ）－０．３２２８ｃｏｓ（０．１８７７１ｘ）＋１．２６９ｓｉｎ（０．１８７７１ｘ）
　　为了验证髋关节拟合曲线的结果，现在利用最小二乘法对其残差进行计算，并通过ＭＡＴＬＡＢ运行，可得
到如图５所示的拟合曲线残差图和如表２所示的残差系数值．

图４　髋关节的拟合曲线 图５　髋关节拟合曲线的残差
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表１　髋关节的拟合系数值

系数项 ａ０ ａ１ ｂ１ ａ２ ｂ２ ａ３ ｂ３ ｗ

系数值 １０．１３ １８．５１ －３．１１９ －２．１３５ －２．３３５ －０．３２２８ １．２６９ ０．０６２５７

表２　髋关节残差系数值

系数项 和方差 确定系数 标准误差 标准差

系数值 ２．２１７ ０．９９９８ ０．９９９７ ０．２２７１

从图５所示的髋关节拟合曲线的残差可以看出，拟合出来的曲线的残差在负０．１５与０．３之间波动，残差
比较小，能符合拟合的要求．从表２所示的髋关节残差系数值可以看出，残差的标准差为０．２２７１，标准误差为
０．９９９７，符合标准差不超过１．５，标准误差不超过１的要求．

２．２　膝关节角度特征模型

膝关节在一个周期内的角度数据变化如图６所示，从图６中可以看出，膝关节在一个周期内上下起伏两
次，其中出现了一个波谷、两个波峰，所以可以选用正弦函数、余弦函数和常数组合在一起，通过３者的叠加
构造一种傅里叶函数实现曲线的拟合．膝关节的角度数学模型通式为

θｋｎｅｅ＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ｘｗ）＋ｂ１ｓｉｎ（ｘｗ）＋ａ２ｃｏｓ（２ｘｗ）＋ｂ２ｓｉｎ（２ｘｗ）＋ａ３ｃｏｓ（３ｘｗ）＋ｂ３ｓｉｎ（３ｘｗ）
其中，θｋｎｅｅ表示膝关节角度；ｘ表示步态周期的百分比，取值范围为［０，１００］；ａ０，ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２，ａ３，ｂ３，ｗ为膝关
节拟合曲线方程的系数．

按照膝关节的角度数学模型通式进行曲线拟合，在ＭＡＴＬＡＢ中进行运算可以得到如图７所示的拟合曲
线和如表３所示的拟合系数值．从图７中可以看出拟合出来的曲线跟随角度的变化而变化，能符合角度的变
化规律．

图６　膝关节的角度数据 图７　膝关节的拟合曲线

表３　膝关节的拟合系数值

系数项 ａ０ ａ１ ｂ１ ａ２ ｂ２ ａ３ ｂ３ ｗ

系数值 １７．１３ －１．１１５ －１７．１２ －１１．１８ ５．５８７ ０．６２２８ ３．９３８ ０．０６０９６

　　将表３拟合出来的系数值代入膝关节角度数学模型通式中，可以得到其模型数学表达式为
θｋｎｅｅ＝１７．１３－１．１１５ｃｏｓ（０．０６０９６ｘ）－１７．１２ｓｉｎ（０．０６０９６ｘ）－１１．１８ｃｏｓ（０．１２１９２ｘ）＋

５．５８７ｓｉｎ（０．１２１９２ｘ）＋０．６２２８ｃｏｓ（０．１８２８８ｘ）＋３．９３８（０．１８２８８ｘ）
　　为了验证膝关节拟合曲线的结果，现在利用最小二乘法对其残差进行计算，并通过ＭＡＴＬＡＢ运行，可得
到如图８所示的拟合曲线残差图和如表４所示的残差系数值．
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表４　膝关节残差系数值

系数项 和方差 确定系数 标准误差 标准差

系数值 ４．５２８ ０．９９９６ ０．９９９６ ０．３２４５

从图８所示的膝关节拟合曲线的残差可以看出，拟合出来的曲线的残差在负０．２５与０．２５之间波动，残
差比较小能符合拟合的要求．从表４所示的膝关节残差系数值可以看出，残差的标准差为０．３２４５，标准误差
为０．９９９６，符合标准差不超过１．５，标准误差不超过１的要求．

图８　膝关节拟合曲线的残差 图９　踝关节的角度数据

２．３　踝关节角度特征模型

踝关节在一个周期内的变化趋势如图９所示，从图中可以看出，踝关节在一个周期内出现了两个波峰与
两个波谷，它的变化趋势是先上升后下降，然后再上升后下降，最后上升，所以可以选用５个高斯函数组合在
一起，通过叠加来实现曲线的拟合．踝关节的角度数学模型通式为

θａｎｋｌｅ＝ａ１ｅ
－（
ｘ－ｂ１
ｃ１）

２＋ａ２ｅ
－（
ｘ－ｂ２
ｃ２）

２＋ａ３ｅ
－（
ｘ－ｂ３
ｃ３）

２＋ａ４ｅ
－（
ｘ－ｂ４
ｃ４）

２＋ａ５ｅ
－（
ｘ－ｂ５
ｃ５）

２

其中，θａｎｋｌｅ表示踝关节的角度；ｘ表示步态周期的百分比，取值范围为［０，１００］；ａ１，ｂ１，ｃ１，ａ２，ｂ２，ｃ２，ａ３，ｂ３，ｃ３，
ａ４，ｂ４，ｂ４，ａ５，ｂ５，ｃ５为踝关节拟合曲线方程系数．

按照踝关节的模型通式进行曲线拟合，在ＭＡＴＬＡＢ中进行运算可以得到如图１０所示的拟合曲线和如表５
所示的拟合系数值．从图１０中可以看出拟合出来的曲线跟随角度的变化而变化，能符合角度的变化规律．

表５　踝关节的拟合系数值

系数项 ａ１ ｂ１ ｃ１ ａ２ ｂ２ ｃ２ ａ３ ｂ３ ｃ３

系数值 １２．９９ ６４．１７ ８．２０９ ４．４１２ ６．７１７ ６．９８９ ７８．０２ １９７．２ １５７．７

系数项 ａ４ ｂ４ ｃ４ ａ５ ｂ５ ｃ５

系数值 １２．６７ ７０．４９ １０．７６ ３５．６６ －２．４６７ ４２．９８

　　将表５的拟合出来的踝关节系数值代入模型通式，可以得到踝关节角度模型的数学表达式

θａｎｋｌｅ＝１２．９９ｅ
－（
ｘ－６４．１７
８．２０９）

２＋４．４１２ｅ－（
ｘ－６．７１７
６．９８９）

２＋７８．０２ｅ－（
ｘ－１９７．２
１５７．７）

２＋１２．６７ｅ－（
ｘ－７０．４９
１０．７６）

２＋３５．６６ｅ－（
ｘ＋２．４６７
４２．９８）

２

　　为了验证踝关节拟合曲线的结果，现在利用最小二乘法对其残差进行计算，并通过ＭＡＴＬＡＢ运行，可得
到如图１１所示的拟合曲线残差图和如表６所示的残差系数值．

表６　踝关节残差系数值

系数项 和方差 确定系数 标准误差 标准差

系数值 ０．１７３６ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．０６９４５
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图１０　踝关节的拟合曲线 图１１　踝关节拟合曲线的残差

从图１１所示的踝关节拟合曲线的残差可以看出，拟合出来的曲线残差在负０．０１５与０．０２之间波动，残
差比较小，能符合拟合的要求．从表６所示的踝关节残差系数值可以看出，残差的标准差为０．０６９４５，标准误
差为０．９９９９，符合标准差不超过１．５，标准误差不超过１的要求．

３　实验验证

通过上述拟合曲线法构建出来的数学模型，可以得到的髋关节角度 θｈｉｐ，膝关节角度 θｋｎｅｅ，踝关节角度

θａｎｋｌｅ的数学表达式分别为

θｈｉｐ＝１０．１３＋１８．５１ｃｏｓ（０．０６２５７ｘ）－３．１１９ｓｉｎ（０．０６２５７ｘ）－２．１３５ｃｏｓ（０．１２５１４ｘ）－　　　　 　　

２．３３５ｓｉｎ（０．１２５１４ｘ）－０．３２２８ｃｏｓ（０．１８７７１ｘ）＋１．２６９ｓｉｎ（０．１８７７１ｘ）

θｋｎｅｅ＝１７．１３－１．１１５ｃｏｓ（０．０６０９６ｘ）－１７．１２ｓｉｎ（０．０６０９６ｘ）－１１．１８ｃｏｓ（０．１２１９２ｘ）＋　　　　 　　

５．５８７ｓｉｎ（０．１２１９２ｘ）＋０．６２２８ｃｏｓ（０．１８２８８ｘ）＋３．９３８（０．１８２８８ｘ）

θａｎｋｌｅ＝１２．９９ｅ
－（
ｘ－６４．１７
８．２０９）

２＋４．４１２ｅ－（
ｘ－６．７１７
６．９８９）

２＋７８．０２ｅ－（
ｘ－１９７．２
１５７．７）

２＋１２．６７ｅ－（
ｘ－７０．４９
１０．７６）

２＋３５．６６ｅ－（
ｘ＋２．４６７
４２．９８）

２

　　为了验证该方法的可行性，现随机选取ｘ等于２０，６０和８０，带入上述髋关节、膝关节以及踝关节的数学
表达式中，可以得到如表７所示的角度值．将计算出来的角度值与表８所示实验测出的角度值进行比较，可
以发现两者的差值不大，所以通过上述基于最小二乘法来进行步态机器人运动轨迹辨识的方法是可行的，

并且实验构建的数学模型函数相对比较精确，标准差和标准误差都较小，有利于进一步来分析与研究．
表７　建立的模型表达式计算出的值 （°）

髋关节的角度 膝关节的角度 踝关节的角度

ｘ＝２０ １２．８３７ １０．３２９３ ４９．３２６３

ｘ＝６０ －７．４４９９ ２１．６５５ ５５．８４６８

ｘ＝８０ ２２．５９３９ ４５．７８７２ ５１．９２３９

表８实验测出的值 （°）

髋关节的角度 膝关节的角度 踝关节的角度

ｘ＝２０ １２．９ １０．１５ ４９．３３

ｘ＝６０ －７．８７ ２１．０２ ５５．８５

ｘ＝８０ ２２．３９ ４５．３５ ５１．８２

４　总　结

在对步态机器人运动轨迹研究的基础上，运用最小二乘法来完成其最优运动轨迹辨识．在研究之前，先
对人体步态特征参数进行测量并计算关系式，再通过曲线拟合的方法，为各个运动环节的轨迹建立相应数

学模型，最后得出整个运动轨迹系统的数学模型．实验结果表明，文中方法对研究步态机器人运动轨迹具有
误差小并且比较精确的特点．
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