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　　摘　要：任何非零矩阵都有 Ｊｏｒｄａｎ标准型，且变换矩阵不唯一，整理出了相似于 Ｊｏｒｄａｎ块的矩阵 Ａ在
Ｊｏｒｄａｎ标准化下的所有变换矩阵，并证明了其判定法则．

关键词：Ｊｏｒｄａｎ块；相似；变换矩阵
　　中图分类号：Ｏ１５１．２１ 文献标志码：Ａ

北京大学数学系所著的“高等代数”［１］和李炯生的“线性代数”［２］都已经证明：对任意非零矩阵 Ａ，存在
可逆矩阵Ｑ，使得Ｑ－１ＡＱ＝Ｊ，其中Ｊ是Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准型，并且这样的 Ｑ不唯一．而在张贤科的“高等代数
学”中给出了如何求出一个非零矩阵 Ｊｏｒｄａｎ标准化的变换矩阵的方法，但是没有说明如何求解所有的变换
矩阵．事实上，对于一个一般的非零矩阵来说，要找到它 Ｊｏｒｄａｎ标准化所对应的所有变换矩阵是复杂而困难
的．此处主要探究与ｎ阶Ｊｏｒｄａｎ块相似的矩阵，其Ｊｏｒｄａｎ标准化时所对应的变换矩阵的全体．

１　所有变换矩阵的探究和证明

首先“Ｑ是矩阵Ａ的Ｊｏｒｄａｎ化的变换矩阵”的一个必要条件［３］：

设Ｑ＝（α１，α２，…，αｎ），且λ为Ａ的特征值．由Ｑ
－１ＡＱ＝Ｊ可知，ＡＱ＝ＱＪ，即（Ａ－λＥ）Ｑ＝Ｑ（Ｊ－λＥ），化简

即有ＡＱ＝ＱＪ的一个等价条件：
（Ａ－λＥ）ｊ－１α１＝αｊ（ｊ＝２，３，…，ｎ），（Ａ－λＥ）

ｎα１＝０
　　定义１　分别设

α１１＝
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０


０

















，α２１＝

０
１
０
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，α３１＝

０
０
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，…，αｎ１＝

０
０
０


１

















　　通过公式αｉｊ＝（Ａ－λＥ）
ｊ－１αｉ１即可得到ｎ组不同的αｉ２，αｉ３，…，αｉｎ，从而得到ｎ个不同的Ｐｉ＝（αｉ１，αｉ２，…，

αｉｎ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）．定义这ｎ个不同的Ｐｉ为Ａ的基础矩阵（显然Ｐｉ满足ＡＰｉ＝ＰｉＪ的等价条件，即满足 ＡＰｉ
＝ＰｉＪ）．

定理１　Ｐｉ的第ｊ列（即αｉｊ）和（Ａ－λＥ）
ｊ－１的第ｉ列相等（ｊ＝２，３，…，ｎ）．

证明

（α１ｊ，α２ｊ，…，αｎｊ）＝（（Ａ－λＥ）
ｊ－１α１１，（Ａ－λＥ）

ｊ－１α２１，…，（Ａ－λＥ）
ｊ－１αｎ１）＝（Ａ－λＥ）

ｊ－１Ｅ （１）



比较左右两个矩阵的每一列，即可得原命题得证．
另外不难发现

αｉｎ＝（Ａ－λＥ）
ｎ－１αｉ１＝Ｑ（Ｊ－λＥ）

ｎ－１Ｑ－１αｉ１
　　令

Ｑ－１＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
   

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ















 Ｑ－１αｉ１＝

ｂ１ｉ
ｂ２ｉ


ｂｎｉ















当αｉｎ＝（≠）０时，

０＝Ｑ－１０＝（≠）Ｑ－１αｉｎ＝Ｑ
－１Ｑ（Ｊ－λＥ）ｎ－１

ｂ１ｉ
ｂ２ｉ


ｂｎｉ















＝

０
０


ｂ１ｉ















 ｂ１ｉ＝（≠）０

也就是说ｂ１ｉ＝０当且仅当αｉｎ为零向量．
定理２　基础矩阵Ｐｉ可逆当且仅当Ｐｉ的最后一列不为零向量（αｉｎ≠０）．
证明　当αｉｎ＝０时，Ｐｉ显然不可逆；当αｉｎ≠０时，如果能证明ｋ１αｉ１＋…＋ｋｎαｉｎ＝０成立，当且仅当ｋ１＝ｋ２＝

…＝ｋｎ＝０时成立，那么Ｐｉ为可逆矩阵即可得证．
″″：显然成立．
″″：０＝Ｑ－１０＝Ｑ－１（ｋ１αｉ１＋ｋ２αｉ２＋…＋ｋｎαｉｎ）＝

Ｑ－１（ｋ１ＱＱ
－１αｉ１＋ｋ２Ｑ（Ｊ－λＥ）Ｑ

－１αｉ１＋…＋ｋｎＱ（Ｊ－λＥ）
ｎ－１Ｑ－１αｉ１）＝

Ｑ－１Ｑ

ｋ１ ０ … ０

ｋ２ ｋ１ … ０

   

ｋｎ ｋｎ－１ … ｋ１















Ｑ－１αｉ１＝

ｋ１ ０ … ０

ｋ２ ｋ１ … ０

   

ｋｎ ｋｎ－１ … ｋ１















ｂ１ｉ
ｂ２ｉ


ｂｎｉ















于是得到方程组

０＝ｋ１ｂ１ｉ （２）
０＝ｋ２ｂ１ｉ＋ｋ１ｂ２ｉ （３）

０＝ｋｎｂ１ｉ＋ｋｎ－１ｂ２ｉ＋… ＋ｋ１ｂｎｉ （４）
　　结合式（２）与ｂ１ｉ≠０，可得ｋ１＝０，再结合式（３）又可得ｋ２＝０，综上，即可得ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｎ＝０，从而原命题
得证．

推论１　Ｗ为Ａ的基础矩阵的线性组合时，Ｗ可逆当且仅当 Ｗ的最后一列不为零向量．此命题的证明
可以直接从定理４的证明过程中得出．

定理３　任给一个ｎ阶非零矩阵Ｗ，都存在且唯一存在ｎ个常数ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ和非零ｎ阶矩阵Ｈ（其中Ｈ
的第一列为零向量），使得Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋…＋ｔｎＰｎ＋Ｈ成立．

证明　设Ｗ的第一列为（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）
Ｔ，显然Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋…＋ｔｎＰｎ＋Ｈ当且仅当ｔｉ＝ｃｉｉ＝１，２，…，ｎ( )，

Ｈ＝Ｗ－（ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋…＋ｔｎＰｎ）．
定理４　Ｗ为Ａ（其中Ａ相似于Ｊｏｒｄａｎ块矩阵）的Ｊｏｒｄａｎ化的变换矩阵当且仅当Ｗ为Ａ的基础矩阵的

线性组合，且其系数ｔｉ满足不等式
ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ１ｍ≠０（其中ｂｉｊ为矩阵Ｑ

－１中对应位置的元素）．

证明　当Ｗ不为Ａ的基础矩阵的线性组合时，存在ｎ个常数ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ和非零ｎ阶矩阵Ｈ（其中Ｈ的
第一列为零向量），使得Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋…＋ｔｎＰｎ＋Ｈ成立．

ＡＷ＝Ａ（ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋… ＋ｔｎＰｎ＋Ｈ）＝ｔ１ＡＰ１＋ｔ２ＡＰ２＋… ＋ｔｎＡＰｎ＋ＡＨ＝
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ｔ１Ｐ１Ｊ＋ｔ２Ｐ２Ｊ＋… ＋ｔｎＰｎＪ＋ＡＨ＝（ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋… ＋ｔｎＰｎ＋Ｈ）Ｊ＋ＡＨ－ＨＪ＝

ＷＪ＋ＡＨ－ＨＪ
　　由于Ｈ的第一列为零向量，且 Ｈ为非零矩阵，因此 ＡＨ－ＨＪ≠０，即 Ｗ必然不是 Ａ的 Ｊｏｒｄａｎ化的变换
矩阵．

当Ｗ为Ａ的基础矩阵的线性组合，即Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋…＋ｔｎＰｎ时，
ＡＷ＝Ａ（ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋… ＋ｔｎＰｎ）＝ｔ１ＡＰ１＋ｔ２ＡＰ２＋… ＋ｔｎＡＰｎ＝

ｔ１Ｐ１Ｊ＋ｔ２Ｐ２Ｊ＋… ＋ｔｎＰｎＪ＝（ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋… ＋ｔｎＰｎ）Ｊ＝ＷＪ
因此，Ｗ为Ａ的Ｊｏｒｄａｎ化的变换矩阵当且仅当Ｗ可逆．下面讨论Ｗ的可逆性．

Ｑ－１Ｗ＝Ｑ－１（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）

Ｐ１
Ｐ２


Ｐｎ















＝Ｑ－１ ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ( )

α１１ α１２ … α１ｎ
α２１ α２２ … α２ｎ
   

αｎ１ αｎ２ … αｎｎ















＝

Ｑ－１（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）

α１１ （Ａ－λＥ）α１１ … （Ａ－λＥ）ｎ－１α１１
α２１ （Ａ－λＥ）α２１ … （Ａ－λＥ）ｎ－１α２１
   

αｎ１ （Ａ－λＥ）αｎ１ … （Ａ－λＥ）ｎ－１αｎ１















＝

Ｑ－１（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）

ＱＱ－１α１１ Ｑ（Ｊ－λＥ）Ｑ－１α１１ … Ｑ（Ｊ－λＥ）ｎ－１Ｑ－１α１１
ＱＱ－１α２１ Ｑ（Ｊ－λＥ）Ｑ－１α２１ … Ｑ（Ｊ－λＥ）ｎ－１Ｑ－１α２１
   

ＱＱ－１αｎ１ Ｑ（Ｊ－λＥ）Ｑ－１αｎ１ … Ｑ（Ｊ－λＥ）ｎ－１Ｑ－１αｎ１















＝

Ｑ－１Ｑ（
ｎ

ｍ＝１
ｔｍＱ

－１αｍ１，（Ｊ－λＥ）
ｎ

ｍ＝１
ｔｍＱ

－１αｍ１，…，（Ｊ－λＥ）
ｎ－１

ｎ

ｍ＝１
ｔｍＱ

－１αｍ１）＝


ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ１ｍ ０ … ０


ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ２ｍ 

ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ１ｍ … ０

   


ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂｎｍ 

ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂｎ－１，ｍ … 

ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ１ｍ























Ｗ为可逆矩阵 Ｑ－１Ｗ为可逆矩阵 
ｎ

ｍ＝１
ｔｍｂ１ｍ≠０．

综上所述，原命题得证．
结合推论１和定理４，又可得出定理４的另一个等价命题（定理５）．
定理５　Ｗ为Ａ（其中Ａ相似于Ｊｏｒｄａｎ块矩阵）的Ｊｏｒｄａｎ化的变换矩阵当且仅当Ｗ为Ａ的基础矩阵的

线性组合，且Ｗ的最后一列不为零向量．

２　例　题

例题１　求Ａ的Ｊｏｒｄａｎ化的所有变换矩阵，其中
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Ａ＝

３ １ ０ ０
－４ －１ ０ ０
７ １ ２ １
－７ －６ －１ ０















　　解　Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准型

Ｊ＝

１ ０ ０ ０
１ １ ０ ０
０ １ １ ０
０ ０ １ １















 λ＝１

而

（Ａ－λＥ）＝

２ １ ０ ０
－４ －２ ０ ０
７ １ １ １
－７ －６ －１ －１















（Ａ－λＥ）２＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
１０ １０ ０ ０















，（Ａ－λＥ）３＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
２０ １０ ０ ０
－２０ －１０ ０ ０















于是

Ｐ１＝

１ ２ ０ ０
０ －４ ０ ０
０ ７ １０ ２０
０ －７ １０ －２０















，Ｐ２＝

０ １ ０ ０
１ －２ ０ ０
０ １ ０ １０
０ －６ １０ －１０















Ｐ３＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
１ １ ０ ０
０ －１ ０ ０















，Ｐ４＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
１ －１ ０ ０















另外任取一个变换矩阵的逆

Ｑ－１＝Ｐ１
－１＝

１ １／２ ０ ０
０ －１／４ ０ ０
０ ０ １／２０ １／２０
０ ７／８０ １／４０ －１／４０















于是得所有变换矩阵

Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋ｔ３Ｐ３＋ｔ４Ｐ４＝

ｔ１ ２ｔ１＋ｔ２ ０ ０

ｔ２ －４ｔ１－２ｔ２ ０ ０

ｔ３ ７ｔ１＋ｔ２＋ｔ３＋ｔ４ １０ｔ１ ２０ｔ１＋１０ｔ２
ｔ４ －７ｔ１－６ｔ２－ｔ３－ｔ４ １０ｔ１＋１０ｔ２ －２０ｔ１－１０ｔ２















其中，ｔ１，ｔ２，ｔ３，ｔ４满足２ｔ１＋ｔ２≠０．

注：２ｔ１＋ｔ２≠０这个限制条件可以由ｔ１＋
１
２
ｔ２≠０得出，也可以由

０
０

２０ｔ１＋１０ｔ２
－２０ｔ１－１０ｔ２















≠０得出．
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例题２　求Ａ的Ｊｏｒｄａｎ化的所有变换矩阵，其中

Ａ＝

３ －３ １ １ ０
１ －１ １ １ ０
２ －３６ ７ ９ ４
１ １９ －１ －２ －３
４ －５ ０ ０ ３

















　　解　Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准型

Ｊ＝

２ ０ ０ ０ ０
１ ２ ０ ０ ０
０ １ ２ ０ ０
０ ０ １ ２ ０
０ ０ ０ １ ２

















 λ＝２

而

（Ａ－λＥ）＝

１ －３ １ １ ０
１ －３ １ １ ０
２ －３６ ５ ９ ４
１ １９ －１ －４ －３
４ －５ ０ ０ １

















，（Ａ－λＥ）２＝

１ －１１ ２ ３ １
１ －１１ ２ ３ １
１ ７３ －１８ －２５ －３
２ －８５ １９ ２７ ５
３ －２ －１ －１ １

















（Ａ－λＥ）３＝

１ １０ －３ －４ ０
１ １０ －３ －４ ０
１ －３４ ９ １２ ０
２ ５３ －１５ －２０ ０
２ ９ －３ －４ ０

















，（Ａ－λＥ）４＝

１ －１ ０ ０ ０
１ －１ ０ ０ ０
－３ ３ ０ ０ ０
５ －５ ０ ０ ０
１ －１ ０ ０ ０

















于是

Ｐ１＝

１ １ １ １ １
０ １ １ １ １
０ ２ １ １ －３
０ １ ２ ２ ５
０ ４ ３ ２ １

















，Ｐ２＝

０ －３ －１１ １０ －１
１ －３ －１１ １０ －１
０ －３６ ７３ －３４ ３
０ １９ －８５ ５３ ５
０ －５ －２ ９ －１

















Ｐ３＝

０ １ ２ －３ ０
０ １ ２ －３ ０
１ ５ －１８ ９ ０
０ －１ １９ －１５ ０
０ ０ －１ －３ ０

















，Ｐ４＝

０ １ ３ －４０
０ １ ３ －４ ０
０ ９ －２５ １２ ０
１ －４ ２７ －２０ ０
０ ０ －１ －４ ０

















，Ｐ５＝

０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ４ －３ ０ ０
０ －３ ５ ０ ０
１ １ １ ０ ０

















另外任取一个变换矩阵的逆

Ｑ－１＝Ｐ１
－１＝

１ －１ ０ ０ ０
０ １１ －３ －４ ０
０ －２１ ５ ７ １
０ ８ －１ －２ －１
０ ３ －１ －１ ０

















于是得所有的变换矩阵

Ｗ＝ｔ１Ｐ１＋ｔ２Ｐ２＋ｔ３Ｐ３＋ｔ４Ｐ４＋ｔ５Ｐ５＝
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ｔ１ ｔ１－３ｔ２＋ｔ３＋ｔ４ ｔ１－１１ｔ２＋２ｔ３＋３ｔ４＋ｔ５ ｔ１＋１０ｔ２－３ｔ３－４ｔ４ ｔ１－ｔ２
ｔ２ ｔ１－３ｔ２＋ｔ３＋ｔ４ ｔ１－１１ｔ２＋２ｔ３＋３ｔ４＋ｔ５ ｔ１＋１０ｔ２－３ｔ３－４ｔ４ ｔ１－ｔ２
ｔ３ ２ｔ１－３６ｔ２＋５ｔ３＋９ｔ４＋４ｔ５ ｔ１＋７３ｔ２－１８ｔ３－２５ｔ４－３ｔ５ ｔ１－３４ｔ２＋９ｔ３＋１２ｔ４ －３ｔ１＋３ｔ２
ｔ４ ｔ１＋１９ｔ２－ｔ３－４ｔ４－３ｔ５ ２ｔ１－８５ｔ２＋１９ｔ３＋２７ｔ４＋５ｔ５ ２ｔ１＋５３ｔ２－１５ｔ３－２０ｔ４ ５ｔ１－５ｔ２
ｔ５ ４ｔ１－５ｔ２＋ｔ５ ３ｔ１－２ｔ２－ｔ３－ｔ４＋ｔ５ ２ｔ１＋９ｔ２－３ｔ３－４ｔ４ ｔ１－ｔ２



















其中，ｔ１，ｔ２，ｔ３，ｔ４，ｔ５满足ｔ１－ｔ２≠０．

注：ｔ１－ｔ２≠０这个限制条件可以由ｔ１－ｔ２≠０得出，也可以由

ｔ１－ｔ２
ｔ１－ｔ２
－３ｔ１＋ｔ２
５ｔ１－５ｔ２
ｔ１－ｔ２



















≠０得出．
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