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０　引　言

标准的非线性互补问题（ＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙＰｒｏｂｌｅｍ，简称ＮＣＰ）就是求一个向量ｘ∈Ｒｎ使得
ｘ ≥０，Ｆ（ｘ）≥０，〈ｘ，Ｆ（ｘ）〉＝０

其中Ｆ是 Ｒｎ到自身的一个映射，〈·，·〉表示 Ｒｎ中的内积．当 Ｓ为 Ｒｎ的非负卦限时，ＶＩＰ（Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ＩｎｅｑｕａｌｉｔｙＰｒｏｂｌｅｍｓ）和ＮＣＰ是完全等价的．ＶＩＰ和 ＮＣＰ是应用数学中的一个十分重要的研究领域，在数学
规划、力学、工程、经济、交通等许多领域有广泛的应用［１，２］．此处将利用非线性互补问题的价值函数，结合
Ｇｕ．Ｎ．Ｚ．［３］的非单调搜索技术提出新的求解非线性互补问题的非单调下降算法，该算法中的Ｇｕ．Ｎ．Ｚ．的非
单调技术继承了Ｇｒｉｐｐｏ［４］，ＺｈａｎｇＨ．Ｃ．［５］非单调技术优点，同时避免了Ｍ，ηｋ，Ｑｋ参数选取，进一步增大了搜
索步长，减少了迭代次数，加快了算法收敛；并在Ｆ（ｘ）为强单调时，证明了算法的全局收敛性；用数值例子验
证算法的有效性．

１　算　法

Ｓｏｌｏｄｏｖ在文献［６］中提出的价值函数引起人们的极大兴趣，它将ＮＣＰ等价转化为一个带有简单非负约
束的优化问题．文献［６］的价值函数定义如式（１）：

Ψ（ｘ）＝
ｎ

ｉ＝１
ψ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ）） （１）

其中ｘｉ和Ｆｉ（ｘ）分别表示向量ｘ和Ｆ（ｘ）的第ｉ个分量，ψ：Ｒ２→Ｒ，
ψ（ａ，ｂ）＝ａ［ｂ］２＋＋［－ｂ］２＋，ａ，ｂ∈Ｒ （２）



显然有Ψ（ｘ）在Ｒｎ＋上是非负的，同时当Ｆ（ｘ）连续可微时，Ψ（ｘ）也连续可微．
由文献［６］可以将非线性互补问题（ＮＣＰ）等价转化为一个带有非负约束的最优化问题

ｍｉｎ　Ψ（ｘ）
ｓ．ｔ．　ｘ≥０

显然ｘ∈Ｒｎ＋，Ψ（ｘ）＝０时，ｘ也是ＮＣＰ的一个解．
由式（１）（２）给出价值函数Ψ（ｘ）的梯度

"Ψ（ｘ）＝
ψ（ｘ，Ｆ（ｘ））

ａ
＋
"

Ｆ（ｘ）Ｔψ
（ｘ，Ｆ（ｘ））
ｂ

　　定义

ｄ：＝－ψ
（ｘ，Ｆ（ｘ））
ｂ

＝－２Ｘ［Ｆ（ｘ）］＋＋２［－Ｆ（ｘ）］＋ （３）

其中Ｘ＝ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，．．．，ｘｎ）．下面由引理１说明ｄ是一个可行方向，进一步由引理２说明ｄ是一个下降方向．
引理１　设ｘｋ≥０是算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的第ｋ个迭代点，ｘｋ＋１是算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的第ｋ＋１个迭

代点，由算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）知，λｋ为迭代步长，ｄｋ是由式（５）定义的．如果

ｔｋ＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｎ

１
２Ｆｉ（ｘｋ）

｜ｘｉ＞０，Ｆｉ（ｘｋ）＞０{ }
则有ｘｋ＋１＝ｘｋ＋λｋｄｋ≥０．

证明　对于每一个分量
ｘｉｋ＋１＝ｘ

ｉ
ｋ＋λ

ｉ
ｋｄ
ｉ
ｋ＝

ｘｉｋ－２λ
ｉ
ｋｘ
ｉ
ｋ［Ｆ

ｉ（ｘｋ）］＋＋２λ
ｉ
ｋ［－Ｆ

ｉ（ｘｋ）］＋＝

ｘｉｋ＋２λ
ｉ
ｋ［－Ｆ

ｉ（ｘｋ）］＋，Ｆ
ｉ（ｘｋ）≤０

ｘｉｋ－２λ
ｉ
ｋｘ
ｉ
ｋ［Ｆ

ｉ（ｘｋ）］＋，Ｆ
ｉ（ｘｋ）＞０{ ，ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝

当Ｆｉ（ｘｋ）≤０时，有ｘ
ｉ
ｋ＋１≥０；当Ｆ

ｉ（ｘｋ）＞０时，由ｔｋ＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｎ

１
２Ｆｉ（ｘｋ）

｜ｘｉ＞０，Ｆｉ（ｘｋ）＞０{ }，ωｋ＝ｍｉｎ｛ω，ｔｋ｝，λｋ＝ωｋｍｋ
得ｘｉｋ＋１＝ｘ

ｉ
ｋ＋λ

ｉ
ｋｄ
ｉ
ｋ≥０，ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝．证毕．

下面，假定映射Ｆ在Ｒｎ上是强单调的，即μ＞０，使得
〈Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｙ），ｘ－ｙ〉≥μ‖ｘ－ｙ‖２，　ｘ，ｙ∈Ｒｎ

　　引理２　假设Ｆ（ｘ）是连续可微的且是模为μ强单调的，则ｄｋ是价值函数Ψ（ｘ）在ｘｋ处的一个下降方向，

即
"Ψ（ｘ）Ｔｄ≤０．
证明　由Ｆ（ｘ）是模为μ强单调的，即

〈Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｙ），ｘ－ｙ〉≥μ‖ｘ－ｙ‖２，ｘ，ｙ∈Ｒｎ

则有

〈
"

Ｆ（ｘ）ｙ，ｙ〉≥μ‖ｙ‖２ （４）
　　由ｘｉ∈Ｒ＋和Ｆｉ（ｘ）∈Ｒ，再由式（２）有

ψ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ））
ｘｉ

＝［Ｆｉ（ｘ）］２＋≥０

ψ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ））
Ｆｉ（ｘ）

＝２ｘｉ［Ｆｉ（ｘ）］＋－２［－Ｆｉ（ｘ）］＋

因此

ψ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ））
ｘｉ

·
ψ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ））
Ｆｉ（ｘ）

＝２ｘｉ［Ｆｉ（ｘ）］３＋－２［－Ｆｉ（ｘ）］＋［Ｆｉ（ｘ）］２＋＝
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２ｘｉ［Ｆｉ（ｘ）］３＋≥０ （５）
故由式（４）（５）得

"Ψ（ｘ）Ｔｄ＝－
ψ（ｘ，Ｆ（ｘ））

ａ

Ｔψ（ｘ，Ｆ（ｘ））
ｂ

－ψ（ｘ，Ｆ（ｘ））
ｂ

Ｔ

"

Ｆ（ｘ）ψ
（ｘ，Ｆ（ｘ））
ｂ

≤

－μ‖ｄ‖２≤０ （６）

即ｄ在ｘ∈Ｒｎ＋上是一个下降方向．证毕．
下面给出新的非单调下降算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）的具体步骤：
Ｓｔｅｐ０　取ｘ０∈Ｒ

ｎ
＋，ω∈（０，１），δ∈（０，１），０≤ηｍｉｎ≤ηｍａｘ＜１，Ｄ０＝Ψ（ｘ０），ε充分小，令ｋ：＝０；

Ｓｔｅｐ１　若Ψ（ｘｋ）＝０或者Ψ（ｘｋ）＜ε，则停，即ｘｋ是非线性互补问题的一个解，否则转Ｓｔｅｐ２；
Ｓｔｅｐ２　由式（３）知

ｄｋ＝－
Ψ（ｘｋ，Ｆ（ｘｋ））

ｂ
，ｔｋ＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｎ

１
２Ｆｉ（ｘｋ）

｜ｘｉ＞０，Ｆｉ（ｘｋ）＞０{ } （７）

转Ｓｔｅｐ３；
Ｓｔｅｐ３　ｍｋ是满足式（８）的最小非负整数

Ψ（ｘｋ＋ωｋ
ｍｋｄｋ）≤Ｄｋ＋δωｋ

ｍｋ〈
"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉 （８）

其中ωｋ＝ｍｉｎ｛ω，ｔｋ｝，令λｋ＝ω
ｍｋ，转Ｓｔｅｐ４；

Ｓｔｅｐ４　ｘｋ＋１＝ｘｋ＋λｋｄｋ，转Ｓｔｅｐ５；

Ｓｔｅｐ５　给出满足某种规则的ηｋ∈［ηｍｉｎ，ηｍａｘ］，计算

Ｄｋ＋１＝ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）Ψ（ｘｋ＋１） （９）
ｋ：＝ｋ＋１，转Ｓｔｅｐ１．

注：当η＝０时，该算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）就退化为单调下降算法，记为ＮＣＰＭＤＡ．

２　收敛性分析

引理３　｛ｘｋ｝是算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的无穷序列，则有

（ｉ）Ψ（ｘｋ＋１）≤Ｄｋ，ｋ；

（ｉｉ）Ψ（ｘｋ）≤Ｄｋ，ｋ．
证明　由式（６）（８）知

Ψ（ｘｋ＋１）≤Ｄｋ＋δλｋ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉≤Ｄｋ－μ‖ｄｋ‖
２ （１０）

因此，Ψ（ｘｋ＋１）≤Ｄｋ，ｋ．
由式（９）（１０）知

Ｄｋ＋１＝ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）Ψ（ｘｋ＋１）≥ηｋΨ（ｘｋ＋１）＋（１－ηｋ）Ψ（ｘｋ＋１）＝Ψ（ｘｋ＋１）

又由Ｄ０＝Ψ（ｘ０）知

Ψ（ｘｋ）≤Ｄｋ，ｋ
　　证毕．

引理４　｛ｘｋ｝是由算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的无穷序列，则｛Ｄｋ｝单调不增且有界．
证明　由算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）的构造和引理３的（ｉ）知

Ｄｋ＋１＝ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）Ψ（ｘｋ＋１）≤ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）Ｄｋ＝Ｄｋ
　　再由Ψ（ｘｋ）≥０和引理３的（ｉｉ）知｛Ｄｋ｝单调不增且有界．证毕．

定理１［７］　假设Ｆ是模为μ强单调的，则水平
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Ｌ（ｘ０）：＝｛ｘ｜ｘ∈Ｒ
ｎ
＋，Ψ（ｘ）≤Ψ（ｘ０）｝

是有界的．
引理５　假设Ｆ是连续可微的，｛ｔｋ｝是算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的无穷序列，则ｌｉｍｉｎｆｋ→!

ｔｋ＞０．

证明　如果ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→!

ｔｋ＝０，由ｔｋ的定义知，至少存在一个指标ｉ０，对ｘｋ的元素有ｘ
ｉ
ｋ＞０且Ｆ

ｉ（ｘｋ）→!

．

记子列为｛ｘｋｊ｝，则‖Ｆ（ｘｋｊ）‖→!

，又由Ｆ是连续的，有

‖ｘｋｊ‖→ !

，ｋｊ→ !

（１１）
则式（１１）与定理１结论ｘｋ有界矛盾，故结论得证．证毕．

定理２　假设Ｆ（ｘ）是连续可微的且是模为μ强单调的，｛ｘｋ｝是由算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）产生的无穷序列，则
｛ｘｋ｝的任一聚点是ＮＣＰ的一个解．

证明　由引理２知，ｘｋ∈Ｒ
ｎ
＋，ｋ，ｄｋ是价值函数Ψ（ｘ）在ｘｋ处的一个下降方向，由定理１知，｛ｘｋ｝有界．

由算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）的构造和式（７）（８）得
Ｄｋ＋１＝ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）Ψ（ｘｋ＋１）≤

ηｋＤｋ＋（１－ηｋ）（Ｄｋ＋δλｋ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉）＝

Ｄｋ＋（１－ηｋ）（δλｋ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉）
即Ｄｋ＋１－Ｄｋ≤（１－ηｋ）（δλｋ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉）．

由引理２知
Ｄｋ＋１－Ｄｋ≤－（１－ηｋ）μδλｋ‖ｄｋ‖

２

　　由引理４知｛Ｄｋ｝是单调不增且有界的，则有ｌｉｍｋ→!

λｋ‖ｄｋ‖
２＝０．

如果ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→!

λｋ＞０，由级数
!

ｉ＝１
λｋ‖ｄｋ‖

２是收敛的，有 ｌｉｍ
ｋ→!

‖ｄｋ‖＝０．则由ｄｋ是连续的和文献［６］的引

理２．２知，ｘｋ{ }的任一聚点是ＮＣＰ的一个解．否则，存在一子列Ｎ０Ｎ＝｛１，２，３，．．．｝，使得ｌｉｍｋ∈Ｎ０
ｋ→!

λｋ＝０．

由搜索规则知，对ｋ∈Ｎ０，有

Ψ（ｘｋ＋ω
－１λｋｄｋ）－Ψ（ｘｋ）≥Ψ（ｘｋ＋ω

－１λｋｄｋ）－Ｄｋ ＞δω
－１λｋ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉

利用中值定理有

〈
"Ψ（ξｋ），ｄｋ〉＞δ〈"Ψ（ｘｋ），ｄｋ〉 （１２）

其中，ξｋ＝ｘｋ＋θｋω
－１λｋｄｋ，θｋ∈ ０，１( )．

由定理１知，｛ｘｋ｝有界，则｛ｄｋ｝也有界．设 ｌｉｍ
ｋ∈Ｎ０ｋ→!

ｘｋ＝ｘ，ｌｉｍｋ∈Ｎ０
ｋ→!

ｄｋ＝ｄ．

由式（１２）得
〈
"Ψ（ｘ），ｄ〉＞δ〈"Ψ（ｘ），ｄ〉 （１３）

　　由式（６）得
〈
"Ψ（ｘ），ｄ〉≤－μ‖ｄ‖２ （１４）

　　由式（１３）（１４）得‖ｄ‖＝０，即由文献［６］引理２．１知，ｘ是ＮＣＰ的一个解．证毕．
由定理２和文献［８］可以得到推论１．
推论１　假设Ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ是连续可微且强单调的，则ＮＣＰ有唯一解．

３　数值试验

运用ＭＡＴＬＡＢ语言对本节算法编写程序，在ＴｈｉｎｋＰａｄＴ４３０电脑上对参考文献［６］［８］中的数值例子进
行数值试验，同时与单调步长的算法进行比较．
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记本章算法为算法ＮＣＰＮＭＤＡ，单调线搜索下降算法为算法ＮＣＰＭＤＡ，并将这两个算法的数值结果进行
比较．取ω＝０．５，δ＝０．８５，η＝０．３，ε＜１０－５，从任意大于０的初始点开始，来验证算法的有效性．用 ｘ表示初始
值，用ｎ表示初始点的维数，用ｋ表示算法的迭代次数．两个例子的Ｆ都是在Ｒｎ上强单调的，对应的ＮＣＰ有
唯一解．在数值结果中，迭代次数是指主算法的迭代次数．

例１　设Ｆ（ｘ）＝Ｍｘ＋ｑ，其中

Ｍ＝

４ －１ ０ … ０
－１ ４ －１ … ０
０ －１ ４ … ０
   

０ ０ ０ … －１
０ ０ ０ … ４





















，ｑ＝（－１，…，－１）Ｔ

　　表１给出了不同维数ｎ和不同初始点ｘ的数值结果，图１给出了计算分析图．
表１　例１的计算结果

初始点ｘ 维数ｎ １０ ５０ １００ ３００ ６００

ｘ（１：ｎ）＝５

ｘ（１：ｎ）＝１５

ｘ（１：ｎ）＝２０

ｘ（１：ｎ）＝３０

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ＮＣＰＮＭＤＡ ３４ ３４ ３８ ３８ ４０
ＮＣＰＭＤＡ １２５ １３１ １３３ １３５ １３６
ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０５０７ ０．０５７４ ０．１２３８ １．６９１０ １７．８９１０
ＮＣＰＭＤＡ ０．１４４２ ０．２８４９ ０．６３３７ ７．０８０６ ６３．３５８８
ＮＣＰＮＭＤＡ ９１ ９１ ９３ ９２ ９３
ＮＣＰＭＤＡ １１７ １２１ １２２ １２４ １２５
ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０７８３ ０．１２８８ ０．３５６２ ４．３１４７ ４５．０４６１
ＮＣＰＭＤＡ ０．１４０９ ０．２４０６ ０．５２１８ ６．５９２１ ６４．１１０４
ＮＣＰＮＭＤＡ １２０ １２２ １２５ １２５ １２５
ＮＣＰＭＤＡ １４８ １５２ １５３ １５５ １５７
ＮＣＰＮＭＤＡ ０．１１２１ ０．２０８０ ０．３９２２ ５．８１９７ ６４．４６６６
ＮＣＰＭＤＡ ０．１７６９ ０．２９３３ ０．６７３６ ８．４９７９ ８０．７３３４
ＮＣＰＮＭＤＡ １７６ １７５ １７８ １７６ １７６
ＮＣＰＭＤＡ ２２３ ２２７ ２２９ ２３１ ２３２
ＮＣＰＮＭＤＡ ０．１３９８ ０．２４５８ ０．６６９９ ８．４８０４ ８８．８０３８
ＮＣＰＭＤＡ ０．２１６４ ０．４４７６ ０．９５１１ １２．１５３８ １２０．０６

图１　例１的计算分析图
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例２　设Ｆ（ｘ）＝Ｍｘ＋ｑ，其中
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　　表２给出了不同维数ｎ和不同初始点ｘ的数值结果，图２给出了计算分析图．
表２　例２的计算结果

初始点ｘ 维数ｎ １０ ５０ １００ ５００ １０００

ｘ（１：ｎ）＝０．５

ｘ（１：ｎ）＝１

ｘ（１：ｎ）＝２

ｘ（１：ｎ）＝３

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ｋ

ＣＵＰ

时间／ｓ

ＮＣＰＮＭＤＡ １８ ２０ ２１ ２３ ２４

ＮＣＰＭＤＡ ３５ ４０ ４３ ４８ ４９

ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０５００ ０．０７８２ ０．１２４４ ５．７０９６ ５０．２０５１

ＮＣＰＭＤＡ ０．０７９１ ０．１５２２ ０．２８１９ １３．１２８７ １０７．４１

ＮＣＰＮＭＤＡ １７ １８ １９ ２１ ２３

ＮＣＰＭＤＡ ３０ ３７ ３９ ４３ ４５

ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０４８８ ０．０７０５ ０．１１８２ ５．４９２２ ４７．５９３６

ＮＣＰＭＤＡ ０．０６７４ ０．１４２６ ０．２５０６ １１．９３３０ ９８．５１２１

ＮＣＰＮＭＤＡ ２１ ２３ ２３ ２５ ２６

ＮＣＰＭＤＡ ５４ ８６ ８８ ８９ ９１

ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０５０６ ０．０７６３ ０．１２４３ ６．３７９９ ５４．５５１４

ＮＣＰＭＤＡ ０．０９８０ ０．３２８４ ０．６０２７ ２６．３５２７ ２１７．９０

ＮＣＰＮＭＤＡ ２９ ３１ ３２ ３３ ３４

ＮＣＰＭＤＡ ６８ ７５ ７７ ８１ ８３

ＮＣＰＮＭＤＡ ０．０６１３ ０．１０２０ ０．１６６２ １１．５４５５ ９１．５９５２

ＮＣＰＭＤＡ ０．１０６８ ０．１８６６ ０．４２２７ ２３．５６９５ １９３．０４

图２　例２的计算分析图
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　　通过上述数值例子的计算结果可以看出，从低维到高维，再到初始点的取值，新算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）都能
快速有效地求得最优解，并且具有良好的稳定性；无论从迭代次数还是运行时间都远远少于单调算法

（ＮＣＰＭＤＡ）．因此，新算法（ＮＣＰＮＭＤＡ）是有效的，适合求解中大规模问题．
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