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伪线性在最优化理论中有着重要作用，近年来，Ｌａｌｉｔｈａ［１］将伪线性概念推广到不可微函数，并给出这些

函数的若干性质．Ａｎｓａｒｉ［２］引入了非空凸集中的η－伪线性，但这些函数是不可微的，由此引发了将η－伪线性

延伸到凸集和不可微函数中的想法；最近 Ａｎｓａｒｉ［３］又引入不变 ｈ－伪线性，研究了不可微且不变的伪线性函
数的有关问题．

１　预备知识

设０表示Ｒｎ中的零向量，称映射ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｍ）：Ｒ
ｎ→Ｒｍ是正齐次的当且仅当ｘ∈Ｒｎ，ｒ＞０，有ｆ（ｒｘ）＝

ｒｆ（ｘ）；次奇的当且仅当ｘ∈Ｒｎ＼｛０｝，ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）．

定义１　映射ｆ：Ｒｎ→Ｒｍ，

（ａ）点ｘ∈Ｒｎ沿着ｄ∈Ｒｎ方向的Ｄｉｎｉ上方向导数定义为ｆＤ（ｘ，ｄ）＝（ｆＤ１，ｆ
Ｄ
２，…，ｆ

Ｄ
ｍ），其中
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（ｉ＝１，２，…，ｍ）

　　（ｂ）点ｘ∈Ｒｎ沿着ｄ∈Ｒｎ方向的Ｄｉｎｉ下方向导数定义为ｆＤ（ｘ；ｄ）＝（ｆ１Ｄ，ｆ２Ｄ，…，ｆｍＤ），其中

ｆｉＤ＝ｌｉｍ
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ｉｎｆ
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（ｉ＝１，２，…，ｍ）

对ｄ∈Ｒｎ有

ｆＤ（ｘ；ｄ）＝－ｆＤ（ｘ；－ｄ）；ｆＤ（ｘ；ｄ）＝－ｆ
Ｄ（ｘ；－ｄ） （１）

由定义１可知，ｄ∈Ｒｎ有

ｆＤ（ｘ；ｄ）≥ｆＤ（ｘ；ｄ） （２）

由式（１）（２），对ｘ，ｄ∈Ｒｎ有



ｆＤ（ｘ；ｄ）≥ｆＤ（ｘ；ｄ）＝－ｆ
Ｄ（ｘ；－ｄ） （３）

即ｆＤ（ｘ；ｄ）是次奇的．易知对每个确定的ｘ∈Ｒｎ，ｆＤ（ｘ；ｄ）和ｆＤ（ｘ；ｄ）是正齐次的．
下面的条件Ｃ在研究伪线性中有重要作用．
条件Ｃ　设ＫＲｎ关于η是内凸的［３］，对ｘ，ｙ∈Ｋ，ｔ∈［０，１］，有
（ａ）η（ｘ，ｘ＋ｔ（η（ｙ，ｘ）））＝－ｔη（ｙ，ｘ）；
（ｂ）η（ｙ，ｘ＋ｔ（η（ｙ，ｘ）））＝（１－ｔ）η（ｙ，ｘ）．

显然，映射η（ｙ，ｘ）＝ｙ－ｘ满足条件Ｃ．若η满足条件Ｃ，那么

η（ｘ＋ｔ（η（ｙ，ｘ）），ｘ）＝ｔη（ｙ，ｘ），ｔ∈［０，１］ （４）
　　定义２　设ＫＲｎ关于η是内凸的，且 η满足条件 Ｃ，ｆ：Ｋ→Ｒｍ是 η拟凸的当且仅当对ｘ，ｙ∈Ｋ，ｔ∈
［０，１］有

ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））≤ｍａｘ｛ｆ（ｘ），ｆ（ｙ）｝
此“≤”是Ｒｍ＋中的半序［４］，文献［３］中，ｆ：Ｋ→Ｒ关于η是预凸的显然满足ｆ：Ｋ→Ｒｍ关于η是拟凸的．

定义３　设ＫＲｎ关于η是内凸的，ｈ：Ｋ×Ｒｎ→Ｒｍ，称映射ｆ：Ｋ→Ｒｍ，
（ａ）关于η是ｈ－伪内凸的当且仅当对ｘ，ｙ∈Ｋ，ｘ≠ｙ，有

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）∈ｉｎｔＲｍ＋ｈ（ｘ，η（ｙ，ｘ））∈－ｉｎｔＲｍ＋
等价地

ｈ（ｘ，η（ｙ，ｘ））∈Ｒｍ＋ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）∈ｉｎｔＲｍ＋
　　（ｂ）关于η是ｈ－伪内凹的当且仅当对ｘ，ｙ∈Ｋ，ｘ≠ｙ，有

ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）∈ｉｎｔＲｍ＋ｈ（ｘ，η（ｙ，ｘ））∈ｉｎｔＲｍ＋
等价地

ｈ（ｘ，η（ｙ，ｘ））∈－Ｒｍ＋ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）∈Ｒｍ＋
　　（ｃ）关于η是不变ｈ－伪线性的当且仅当关于η既是ｈ－伪内凸的又是ｈ－伪内凹的［３］．

以下总设η满足条件Ｃ，ＫＲｎ关于η是内凸的，ｆ：Ｋ→Ｒｍ，ｈ：Ｋ×Ｒｎ→Ｒｍ．

２　向量不变伪线性函数的若干性质

定理１　设对每个固定的ｘ∈Ｋ，ｈ（ｘ；·）是线性的，ｆ关于η是不变ｈ－伪线性的且使得

ｆＤ（ｘ；·）≤ｈ（ｘ；·）≤ｆ
Ｄ（ｘ；·） （５）

成立．那么对于任意ｘ，ｙ∈Ｋ，ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０当且仅当ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）．
证明　必要性．由ｆ关于η是ｈ－伪内凸的，知ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））∈Ｒｍ＋，即

ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）∈Ｒｍ＋ （６）

由ｆ关于η是ｈ－伪内凹的，知ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））∈－Ｒｍ＋，即

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）∈Ｒｍ＋ （７）
由式（６）（７）知ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０，即ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）．

充分性．对ｔ∈（０，１），
ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））＝ｆ（ｘ） （８）

因ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））≤ｍａｘ｛ｆ（ｘ），ｆ（ｙ）｝，ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）得ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））∈Ｒｍ＋．
由ｆ关于η是ｈ－伪内凹的可知

ｈ（ｚｔ；η（ｘ，ｚｔ））∈Ｒ
ｍ
＋（ｚｔ＝ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ）） （９）

根据条件Ｃ，
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η（ｘ，ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））＝－ｔη（ｙ，ｘ）＝
－ｔ
１－ｔ

（ｙ，ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ）） （１０）

由式（９）（１０）有ｈｚｔ；－
ｔ
１－ｔη

（ｙ，ｚｔ）( )∈Ｒｍ＋，所以ｈ（ｚｔ；η（ｙ，ｚｔ））∈－Ｒｍ＋，即ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））－ｆ（ｙ）∈Ｒｍ＋，即 ｆ（ｘ＋
ｔη（ｙ，ｘ））－ｆ（ｘ）∈Ｒｍ＋，因为ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）．综上 ｆ（ｘ＋ｔη（ｙ，ｘ））＝ｆ（ｘ）．再由Ｄｉｎｉ上下方向导数的定义可知ｆＤ（ｘ；

η（ｙ，ｘ））＝ｆＤ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０．由式（５）知ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０．
定理２　设对固定的ｘ∈Ｋ，ｈ（ｘ；·）是线性的且ｆ满足式（５），那么ｆ关于η是不变 ｈ－伪线性的当且仅

当存在一个实值函数ｐ：Ｋ×Ｋ→Ｒ，使得对所有的ｘ，ｙ∈Ｋ，ｐ（ｘ，ｙ）＞０且
ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｐ（ｘ，ｙ）ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ）） （１１）

　　证明　充分性．设ｆ关于η是不变ｈ－伪线性的，构造函数ｐ：Ｋ×Ｋ→Ｒ，使ｐ（ｘ，ｙ）＞０（ｘ，ｙ∈Ｋ），且
ｐ（ｘ，ｙ）ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ），ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））≠０
ｐ（ｘ，ｙ）＝１，ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０{ （１２）

　　当ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））＝０时，由定理１有ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）；当 ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））≠０时，须证明 ｐ（ｘ，ｙ）＞０．若 ｆ（ｙ）－

ｆ（ｘ）∈ｉｎｔＲｍ＋，由ｆ关于η是ｈ－伪内凹的可知ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））∈ｉｎｔＲｍ＋，那么由式（１２）可得，ｐ（ｘ，ｙ）＞０．类似地，

当ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）∈ｉｎｔＲｍ＋也有ｐ（ｘ，ｙ）＞０．
必要性．设存在一个实值函数ｐ：Ｋ×Ｋ→Ｒ，使得任意的 ｘ，ｙ∈Ｋ，ｐ（ｘ，ｙ）＞０，且满足式（１１）．若 ｈ（ｘ；η（ｙ，

ｘ））∈Ｒｍ＋，则ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）＝ｐ（ｘ，ｙ）ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））∈Ｒｍ＋，因此ｆ关于η是ｈ－伪内凸的．同理，若ｈ（ｘ；η（ｙ，ｘ））∈
－Ｒｍ＋，则ｆ关于η是ｈ－伪内凹的．于是ｆ关于η是不变ｈ－伪线性的．

３　向量不变伪线性函数的优化问题

考虑下列优化问题

（ＯＰ）　　ｍｉｎ
ｘ∈Ｋ
ｆ（ｘ）

其中ＫＲｎ关于η是内凸的，并设（ＯＰ）的解集Ｓ＝ａｒｇｍｉｎｘ∈Ｋｆ（ｘ）是非空的．
定理３　设ｈ使得对每个固定的ｘ∈Ｋ，ｈ（ｘ；·）是线性的，若ｆ关于η是不变ｈ－伪线性的且满足式（５），

ｘ∈Ｓ，那么Ｓ＝Ｓ１＝Ｓ２＝Ｓ３＝Ｓ４，其中

Ｓ１＝｛ｘ∈Ｋ：ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））＝０｝，Ｓ２＝｛ｘ∈Ｋ：ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））＝０｝

Ｓ３＝｛ｘ∈Ｋ：ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））∈Ｒ
ｍ
＋｝，Ｓ４＝｛ｘ∈Ｋ：ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））∈－Ｒ

ｍ
＋｝

　　证明　ｘ∈Ｓ当且仅当ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．由定理１得ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））＝０，因此 Ｓ＝Ｓ１，类似地有 Ｓ＝Ｓ２．知 ＳＳ３，

再证Ｓ３Ｓ．设ｘ∈Ｓ３，则ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））∈Ｒ
ｍ
＋．由ｆ关于η是ｈ－伪内凸的可得ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）∈Ｒｍ＋，即意味着ｘ∈Ｓ，

所以Ｓ３Ｓ，即Ｓ＝Ｓ３．设ｘ∈Ｓ４，则ｈ（ｘ；η（ｘ，ｘ））∈－Ｒ
ｍ
＋，由ｆ关于η是ｈ－伪内凹的可得ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）∈－Ｒｍ＋，即

意味着ｘ∈Ｓ，所以Ｓ４Ｓ，又显然ＳＳ４，那么Ｓ＝Ｓ４．综上，Ｓ＝Ｓ１＝Ｓ２＝Ｓ３＝Ｓ４．

定理４　设Ｋ，η，ｆ，ｈ与定理３相同，若ｘ∈Ｓ，那么Ｓ＝Ｓ５，其中Ｓ５＝｛ｘ∈Ｋ：ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））－ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））

∈－Ｒｍ＋｝．

证明　设ｘ∈Ｓ，由定理３可知 ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））∈Ｒｍ＋，又ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））＝０，所以

ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））－ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））∈－Ｒｍ＋ （１３）

因此ｘ∈Ｓ５，故ＳＳ５．下证Ｓ５Ｓ．设ｘ∈Ｓ５，那么ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））－ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））∈－Ｒ
ｍ
＋．设ｘＳ，则ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）∈

－ｉｎｔＲｍ＋，再由ｆ关于η是ｈ－伪内凹的可得ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））∈ｉｎｔＲｍ＋，由式（１３）有ｈ（ｘ，η（ｘ，ｘ））∈ｉｎｔＲｍ＋．又ｆ关

于η是ｈ－伪内凸的，因此有ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）∈Ｒｍ＋，因此ｘ∈Ｓ．
（下转第９页）
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