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一个地区的消费水平反应了这个地区的的经济发展关系以及人民生活水平。而这一经济模型是一个

复杂的非线性系统，针对这种解决机理尚不明确的非线性问题，可以采用人工神经网络来解决。而在人工

神经网络中，ＢＰ神经网络是目前研究比较成熟的网络模型，并在实践中得到了广泛的应用。

１　ＬＭ贝叶斯正则化ＢＰ神经网络

１．１　标准ＢＰ神经网络模型及算法原理

ＢＰ神经网络是一种多层前馈神经网络，包括输入层、若干隐含层和输出层。根据 Ｋｐｌｍｏｇｏｒｏｖ定理，只
要一个隐层的三层 ＢＰ网络就可以实现对任意精度的逼近。ＢＰ算法是采用反向传播的权值调整的一种算
法。算法步骤：对一个输入样本，从输入层经隐含层逐层正向计算，得到输出层的输出。若得到期望的输

出，学习算法结束；否则，转至反向传播。反向传播就是将误差信号按原连接通路反向计算，由梯度下降法

调整各层神经元的权值和阈值，从而使网络输出逼近期望输出，通常使之达到误差均方值取最小为止。

１．２　ＢＰ神经网络的缺陷与改进

ＢＰ神经网络学习收敛速度慢，容易出现平坦区陷入局部极小点而无法得到全局最优解。针对这些缺
陷，人们在标准ＢＰ算法的基础上进行了许多的改进，如加入动量法［１］、自适应优化学习速率［２］等。这些方

法在不同程度上改善了网络的性能，提高了收敛速度，但是它们的神经网络泛化能力都不甚理想。此处把

ＬＭ优化算法与贝叶斯正则化相结合，提出了一种ＬＭ贝叶斯正则化ＢＰ神经网络，使ＢＰ网络的泛化能力
有了很大的提高。

１．２．１　ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｒ优化算法
在标准 ＢＰ神经网络中采用梯度下降法来调整权值与阈值，但梯度下降法在达到误差最小的附近会出

现精度低和收敛慢的缺陷。由文献［３］知，将高斯牛顿法与梯度下降法相结合，会得出一种ＬＭ优化算法。
具体算法如下：假设神经网络训练样本为：Ｄ＝（Ｘ（ｉ），ｔ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，ｎ。其中，ｎ为训练样本数，Ｘ（ｉ）为



输入样本数据，ｔ（ｉ）＝（ｔ（ｉ）１ ，ｔ
（ｉ）
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（ｉ）
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（ｉ）
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（ｉ）为期望输出。将ＢＰ神经网络各层权值和阈值用向量Ｗ表
示。总误差为：
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其中，ｅ（ｉ）＝
ｑ

ｊ＝１
（ｔ（ｉ）ｊ －Ｏ
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２，Ｏ（ｉ）ｊ 表示第ｉ个样本在输出层第ｊ个神经元的实际输出，ｔ
（ｉ）
ｊ 为相应期望输出，

ｅ＝（ｅ（１），ｅ（２），…，ｅ（ｎ）），并且ｅ是Ｗ的函数。
假设在当前位于Ｗｋ（第ｋ次迭代时网络的权值和阈值向量），并向Ｗｋ＋１移动。如果移动量很小，则可将ｅ

展成二阶Ｔａｙｌｏｒ展开式：

ｅ（Ｗｋ＋１）＝ｅ（Ｗｋ）＋Ｚ
Ｔ（Ｗｋ＋１－Ｗｋ）＋

１
２
（Ｗｋ＋１－Ｗｋ）

ＴＤ（Ｗｋ＋１－Ｗｋ） （２）

其中，ＺＴ＝２ＪＴ（Ｗｋ）ｅ（Ｗｋ），Ｊ（Ｗｋ）为ｅ（Ｗｋ）的雅克比矩阵；Ｄ为 ｅ（Ｗｋ）的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，Ｄ＝２Ｊ
Ｔ（Ｗｋ）Ｊ（Ｗｋ）。

要使Ｅ最小，即求ｅ的最小值，显然可以对Ｗｋ＋１求导，并使其导数为零。因此，会得到高斯牛顿法的向量表
达式：

Ｗｋ＋１＝Ｗｋ－（Ｊ
Ｔ（Ｗｋ）Ｊ（Ｗｋ））

－１ＪＴ（Ｗｋ）ｅ（Ｗｋ） （３）
但是，高斯牛顿公式经常会出现奇异现象，即 ＪＴ（Ｗｋ）Ｊ（Ｗｋ）可能不是可逆矩阵。因此，记 Ｈ＝Ｊ

Ｔ（Ｗｋ）
Ｊ（Ｗｋ），设

Ｇ＝Ｈ＋μＩ （４）
其中Ｉ为单位矩阵。

假定Ｈ的特征根和特征向量分别为：｛λ１，λ２，…，λｌ，…，λＬ｝和｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｌ，…，ｕＬ｝，则有：
Ｇｕｌ＝（Ｈ＋μＩ）ｕｌ＝Ｈｕｌ＋μｕｌ＝λｌｕｌ＋μｕｌ＝（λｌ＋μ）ｕｌ （５）

因此，Ｇ的特征向量和Ｈ的特征向量相同，而特征值为λｌ＋μ。若增加μ使λｌ＋μ＞０，可使Ｇ变为正定矩阵，而
正定矩阵是可逆的。因此，把式（３）和式（４）结合，会得到ＬＭ算法向量表达式，即：

Ｗｋ＋１＝Ｗｋ－（Ｊ
Ｔ（Ｗｋ）Ｊ（Ｗｋ）＋μＩ）

－１ＪＴ（Ｗｋ）ｅ（Ｗｋ） （６）
其中，μ为迭代变量。随着μ的增加，它接近于梯度下降法向量表达式。即当μ很大时，有：

Ｗｋ＋１＝Ｗｋ－
１
μ
ＪＴ（Ｗｋ）ｅ（Ｗｋ） （７）

而当μ减小到０时，它变成式（３），即高斯牛顿法向量表达式［４］。因此，把式（６）带入式（１），最终会得到总
误差：

Ｅｋ＋１＝
１
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－１ＪＴ（Ｗｋ）ｅ（Ｗｋ）‖

２ （８）

在计算过程中，依据误差Ｅ大小来决定μ的取值大小，即：
当Ｅｋ＋１＜Ｅｋ时，μｋ＋１＝α１μｋ（α１＜１）；当Ｅｋ＋１＞Ｅｋ时，μｋ＋１＝α２μｋ（α２＞１）。
ＬＭ算法既可以避免高斯牛顿法中容易出现的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵病态和假收敛的现象，又可以避开梯度下

降法中在精确解附近逼近精度低和假收敛的缺点。ＬＭ算法能够保证权值和阈值的每次调整都使 Ｅ减小，
避免出现网络的震荡［５］。

１．２．２　贝叶斯正则化方法
（１）正则化方法。在式（８）基础上，增加了一个限制逼近函数复杂性的一项 Ｅω，使得网络的性能函数

（误差函数）改进为：

Ｆ（Ｗ）＝αＥω＋βＥＤ （９）
其中，
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（１０）
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Ｍ为网络参数总和，式（９）中α，β是超参数，控制着其他参数（包括权值和阈值）的分布形式。对于正则化方
法而言，难点在于超参数的确定。而贝叶斯正则化方法则可以在网络训练过程中自适应地调整超参数大

小，并使其达到最优。

（２）贝叶斯学习。ＤａｖｉｄＭａｃｋａｙ［６］将贝叶斯方法用于神经网络建模过程中，之后又对网络训练过程中后
验概率计算问题提出了运用高斯逼近方法来计算 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。在贝叶斯理论的框架下，网络的参数被认
为是随机变量，给定样本数据，由贝叶斯规则，参数分布函数为：

Ｐ（Ｗ｜Ｄ，α，β）＝
ｐ（Ｄ｜Ｗ，β）Ｐ（Ｗ｜α）

ｐ（Ｄ｜α，β）
（１１）

式（１１）中，ｐ（Ｄ｜Ｗ，β）为似然函数，ｐ（Ｄ｜α，β）为归一化因子，Ｐ（Ｗ｜α）为先验概率，表示在没有数据样本下的
参数Ｗ的先验知识。

假设训练样本的总体分布是正态分布，权参数的先验分布也是正态的。从而，似然函数和先验分布函

数分别为：

ｐ（Ｄ｜Ｗ，β）＝
１

ＺＤ（β）
ｅｘｐ（－βＥＤ） （１２）

Ｐ（Ｗ｜α）＝
１

ＺＷ（α）
ｅｘｐ（－αＥＷ） （１３）

式（１２）、（１３）中，ＺＷ（α）＝（
π
α
）
Ｍ
２，ＺＤ（β）＝（

π
β
）
ｎ
２，把式（１２）（１３）带入式（１１），得到：

Ｐ（Ｗ｜Ｄ，α，β）＝

１
ＺＷ（α）

１
ＺＤ（β）

ｅｘｐ（－αＥＷ －βＥＤ）

归一化因子
＝ １
ＺＦ（α，β）

ｅｘｐ（－Ｆ（Ｗ）） （１４）

贝叶斯学派认为，最优的权参数应该极大化后验概率 Ｐ（Ｗ｜Ｄ，α，β）。对 Ｗ来说，ＺＦ（α，β）可以看做常数。
因此，从式（１４）可以得出，极大化后验概率等价于极小化总误差函数Ｆ（Ｗ）。

下面来优化超参数，应用贝叶斯规则求得后验分布：

Ｐ（α，β｜Ｄ）＝
Ｐ（Ｄ｜α，β）ｐ（α，β）

ｐ（Ｄ）
（１５）

假设先验分布是一个很宽的分布函数，也即均匀分布，因为式（１５）中的归一化因子与α，β无关，因此求取最
大后验概率的问题就转化为求解最大似然函数Ｐ（Ｄ｜α，β）。由于似然函数是式（１１）的归一化因子，因此可
得到：

Ｐ（Ｄ｜α，β）＝
ＺＦ（α，β）
ＺＤ（β）ＺＷ（α）

（１６）

当样本数据较多时，后验分布趋于正态分布，若后验概率曲线足够窄，峰值足够尖锐，则可利用泰勒展开式

对问题作进一步的简化，以求得ＺＦ（α，β）。
设Ｆ（Ｗ）取最小值时所对的参数为Ｗ优，将Ｆ（Ｗ）在Ｗ优 附近泰勒展开，忽略高次项，得到：

ＺＦ＝（２π）
Ｍ
２（ｄｅｔ（（２Ｆ（Ｗ优））

－１））
１
２ｅｘｐ（－Ｆ（Ｗ优）） （１７）

式（１７）中，２Ｆ（Ｗ优）＝β
２ＥＤ＋α

２ＥＷ是Ｆ（Ｗ）在 Ｗ优 点的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。将式（１７）带入式（１６），并利用
极大似然原理，求出满足似然函数Ｐ（Ｄ｜α，β）的最大的α和β，即得到最优超参数：

α优 ＝
γ

２ＥＷ（Ｗ优）

β优 ＝
ｎ－γ
２ＥＤ（Ｗ优）










（１８）

其中，γ＝Ｍ－２α优 ｔｒ（（
２Ｆ（Ｗ优））

－１），成为有效参数个数。γ表示有多少参数在减少总误差方面起作用，它
的取值为［０，Ｍ］。
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在进行优化求解时，需要计算Ｆ（Ｗ）在其最小点Ｗ优 处的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵也即需要计算
２Ｆ（Ｗ优），计算量

较大。为了提高速度，可以利用高斯－牛顿逼近法对 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵做进一步简化，得：２Ｆ（Ｗ优）＝２βＪ
ＴＪ＋

２αＩＭ，其中，Ｊ是ＥＤ在点Ｗ优 处的雅克比矩阵
［７］。

２　改进的ＢＰ神经网络在预测居民消费水平中的应用

２．１　数据的获取以及归一化

为了评估成都市居民消费水平，在此选取一些影响成都市消费水平的因素，建立它们与反映成都市消

费水平的的成都市社会消费品零售总额之间的关系，并进行预测。选取１９９７年１月至１９９８年８月之间的
数据，作为样本数据［２］。并选取１９９７年１月至１９９８年３月作为训练集，把１９９８年４月至８月作为样本测
试集。

２．２　网络结构的确立

由于影响成都市社会消费品零售总额的变量主要有８个，因此，选择ＢＰ神经网络结构为输入节点的数

８个，输出节点数为１个。对于隐含层节点的确定，采用试凑法。选取经验公式ｈ＜ｎ－１和ｈ＝槡ｐｑ＋θ（ｈ为隐
层节点数，ｐ为输入层节点数，ｑ为输出层节点数，ｎ为样本数，θ为１－１０中的任意数），并综合考虑，得出隐
节点的个数在９－１９个［１，８］。通过ｔｒａｉｎｌｍ训练函数进行训练网络得出：如图１隐节点为１５时，只迭代６次，
就达到精度［９］。也即网络结构取为 ８－１５－１。选取隐节点的激活函数是 ｌｏｇｓｉｇ，输出节点的激活函数是
ｌｏｇｓｉｇ，最大迭代次数为１０００，误差上限为０．００００１。

２．３　对比试验及结论

通过ＭＡＴＬＡＢ７．０编程［９］，分别用３种方法对ＢＰ网络进行训练，并以１９９８年４月到１９９８年８月为测试
样本，对成都市消费水平做出预测。结果如表１所示。

表１　各模型预测结果及误差分析

日期＼类型

成都市社会

消费品零售

总额（亿元）

ＬＭ贝叶斯

正则化方法
ＬＭ优化算法

自适应学习速率的

梯度下降动量法

预测值

（亿元）
相对误差

预测值

（亿元）
相对误差

预测值

（亿元）
相对误差

１９９８．４ ３２．７０ ３３．４５１８ ０．０２３０ ３７．９３９５ ０．１６０２ ３８．５５５９ ０．１７９１
１９９８．５ ３３．５１ ３３．４９３８ －０．０００４８ ３８．７７６６ ０．１５７２ ３７．８１６５ ０．１２８５
１９９８．６ ３４．２０ ３３．３７０４ －０．０２４３ ３６．２０５４ ０．０５８６ ３７．１７３７ ０．０８７０
１９９８．７ ３３．８７ ３１．２３１３ －０．００７５ ３４．１２３６ －０．０７７９ ３６．４０６０ ０．０７４９
１９９８．８ ３４．３８ ３１．４５０５ －０．００８８ ３４．０７８１ －０．０８５２ ３６．３７３４ ０．０５８０

从表１可以看出，ＬＭ贝叶斯正则化方法所得的模型精度高，性能最稳定，有较强的泛化能力。并且由
以图１、图２、图３可知，ＬＭ算法收敛速度最快，但精度相对ＬＭ贝叶斯正则化方法来说偏低。而对于自适
应学习效率的梯度下降法，相对ＬＭ贝叶斯正则化方法和 ＬＭ优化算法来说，收敛速度还需很大程度的提
高，并且在精度、稳定性上也有一定差距。

３　结束语

运用ＬＭ贝叶斯正则化ＢＰ神经网络对成都市居民消费水平进行预测，通过对比试验，得知其具有较强
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图１　１５个隐节点的迭代过程 图２　加入动量的ＢＰ神经网络

图３　ＬＭ贝叶斯正则化的ＢＰ的神经网络

的泛化能力。但是，在收敛速度上，还需要更进一步提高，并且由于需要计算ＪＴＪ，所需计算机内存较大。但
在有限的样本量时，使网络具有较强的泛化能力，是一种值得推广的方法。
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