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　　摘　要：把具有可变输入率的 Ｍ／Ｍ／１排队模型和可变服务率 Ｍ／Ｍ／１的排队模型进行了结合研究，即
讨论了输入率可变同时服务率可变的情况；考虑了输入率λｋ和服务率μｋ都随队长ｋ的变化而发生变化，从
而建立了输入率可变且服务率可变的Ｍ／Ｍ／１排队模型，得到了该模型的平稳分布以及各项重要指标。
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１　模型假设

在日常生活中，经常可以看到顾客到达某服务台前，发现因排队顾客较多而犹豫是否加入队列等待服

务的现象。一般而言，到达顾客进入系统的概率随当时的队长而发生变化，若队列较短，加入队列的可能性

较大，反之则较小。另一方面，对服务台而言，为了使顾客得到更好的服务，服务率应随系统的队长 Ｋ而发

生变化，即队长越长服务率越大。讨论了顾客以概率αｋ＝
λ
βｋ＋１

进入系统，同时当排队长度超过 ｎ时，服务率

用快速服务率ｉμ（ｉ＞１），反之则用慢服务率 μ的情形，得到了系统的平稳分布、平均队长、平均等待队长、顾
客的平均输入率等相关指标。

对于本排队模型，做以下假设。系统中有一个服务窗口，顾客到达系统的时间间隔服从参数为λ的指数分
布；系统对每个顾客的服务时间服从参数为μ的指数分布；顾客的到达时间与服务时间相互独立；到达顾客加

入队列排队等候服务的概率αｋ＝
λ
βｋ＋１

（ｋ∈Ｎ，β为正常数）；队长超过ｎ时，服务率为ｉμ（ｉ＞１），反之为μ。

２　数学模型

根据上面的假设不难得到如下定理：

定理１　令Ｘ（ｔ）表示在时刻 ｔ系统中的顾客数（队长），则｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝是状态空间为 Ｉ＝｛０，１，２，３，
…｝，生率λｋ，灭率μ（ｋ）如下：



λｋ＝λαｋ＝
λ

βｋ＋１
，ｋ＝０，１，２…

μ（ｋ）＝
μ，０≤ｋ≤ｎ
ｉμ，ｋ≥ｎ{










（１）

　　于是，可画出系统状态流图（图１）：

图１　系统状态流图

３　平稳分布

定理２　设Ｐｋ（ｔ）＝Ｐ｛Ｘ（ｔ）＝ｋ｝，ｋ∈Ｉ，｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝存在平稳分布

Ｐｋ＝ｌｉｍｔ→∞ＰＫ（ｔ）
＝

ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
ｐ０，１≤ｋ≤ｎ

ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
·
１
ｉｋ－ｎ
ｐ０，ｋ＞ｎ










（２）

其中 ρ＝
λ
μ
，这里有：

Ｐ０＝ １＋ρ＋
ρ２

β＋１
＋… ＋ ρｎ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ－１）β＋１］
＋{

ρｎ＋１

（β＋１）（２β＋１）…（ｎβ＋１）
·
１
ｉ
＋…

＋ ρｎ＋ｒ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ＋ｒ－１）β＋１］
·
１
ｉｒ
＋…}

－１

　　证明　由状态转移图列出Ｋ氏代数方程：
对０状态有：

λｐ０＝μｐ１ｐ１＝
λ
μ
ｐ０＝ρｐ０

　　对１状态有：

λ
β＋１

ｐ１＝μｐ２ｐ２＝
λ

（β＋１）μ
ｐ１＝

ρ２

（β＋１）
ｐ０

……

　　对ｎ－１状态有：

λ
（ｎ－１）β＋１

ｐｎ－１＝μｐｎｐｎ＝
ρｎ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ－１）β＋１］
ｐ０

　　对ｎ状态有：

λ
ｎβ＋１

ｐｎ＝ｉμｐｎ＋１ｐｎ＋１＝
ρｎ＋１

（β＋１）（２β＋１）…（ｎβ＋１）
·
１
ｉ
·ｐ０
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……

　　对ｎ＋ｒ－１状态有：
λ

（ｎ＋ｒ－１）β＋１
ｐｎ＋ｒ－１＝ｉμｐｎ＋ｒ

ｐｎ＋ｒ＝
ρｎ＋ｒ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ＋ｒ－１）β＋１］
·
１
ｉｒ
·ｐ０

……

　　综上有

ＰＫ＝

ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
ｐ０，１≤ｋ≤ｎ

ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
·
１
ｉｋ－ｎ
ｐ０，ｋ＞ｎ












∞

ｋ＝０
ｐｋ＝１

由正则性
∞

ｋ＝０
ｐｋ＝１得到：

Ｐ０＝ １＋ρ＋
ρ２

β＋１
＋… ＋ ρｎ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ－１）β＋１］
＋ ρｎ＋１

（β＋１）（２β＋１）…（ｎβ＋１）
·
１
ｉ
＋…{

＋ ρｎ＋ｒ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｎ＋ｒ－１）β＋１］
·
１
ｉｒ
＋…}

－１

　　值得注意的是，当β＝１，ｉ＝１时，有Ｐｋ＝
ρｋ

ｋ！
·ｅ－ρ，ｋ＝０，１，２……，即平稳分布为参数是ρ的泊松分布，与文

献［１］的结论一致。

４　主要指标

根据平稳分布，得到如下主要数学指标：

（１）顾客的平均输入率λ。由式（１）、（２）可得顾客的平均输入率：

λ＝
∞

ｋ＝０
λｋＰｋ＝

∞

ｋ＝０

λ
βｋ＋１

Ｐｋ

　　（２）平均队长（系统内顾客数的均值）。首先队长ｌｓ有分布列如表１所示。
表１　ｌｓ分布列表

ｌｓ ０ １ ２ … ｋ …

Ｐｋ Ｐ０ Ｐ１ Ｐ２ … Ｐｋ …

故平均队长：

Ｌｓ＝Ｅ（ｌｓ）＝０×ｐ０＋１×ｐ１＋２×ｐ２＋… ＋ｋ×ｐｋ＋… ＝
∞

ｋ＝１
ｋＰＫ

＝
ｎ－１

ｋ＝１
ｋ ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
Ｐ０＋

∞

ｋ＝ｎ
ｋ ρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
１
ｉｋ－ｎ
Ｐ０

＝Ｐ０
ｎ－１

ｋ＝１

ｋρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
＋

∞

ｋ＝ｎ

ｋρｋ

（β＋１）（２β＋１）…［（ｋ－１）β＋１］
１
ｉｋ－ｎ{ }
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　　（３）正在被服务的平均队长。注意到正在被服务的队长ｌｆ有分布列（表２）：
表２　被服务队长ｌｆ分布列表

ｌｆ ０ １

Ｐｋ Ｐ０ １－Ｐ０

故正在被服务的平均队长：

Ｌｆ＝Ｅ（ｌｆ）＝０×ｐ０＋１×（１－ｐ０）＝１－ｐ０
　　（４）平均等待队长（系统内排队等候的顾客均值）：

Ｌｑ＝Ｌｓ－Ｌｆ＝Ｌｓ－（１－ｐ０）
或由等待队长ｌｑ的分布列（表３）。

表３　等待队长ｌｑ分布列表

ｌｑ ０ １ ２ …

Ｐｋ Ｐ０＋Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ …

得平均等待队长：

Ｌｑ＝Ｅ（ｌｑ）＝０×（ｐ０＋ｐ１）＋１×ｐ２＋２×ｐ３＋… ＋ｋ×ｐｋ＋１＋… ＝
∞

ｋ＝１
ｋｐｋ＋１

＝Ｐ０
ｎ－１

ｋ＝１

ｋρｋ＋１

（β＋１）（２β＋１）…（ｋβ＋１）
＋

∞

ｋ＝ｎ

ｋρｋ＋１

（β＋１）（２β＋１）…（ｋβ＋１）
１
ｉｋ＋１－ｎ{ }

　　（５）顾客在系统内平均逗留时间。由ｌｉｔｔｌｅ公式得：

ＷＳ＝
ＬＳ
λ

　　（６）顾客平均排队等待时间。由ｌｉｔｔｌｅ公式得：

Ｗｑ＝
Ｌｑ
λ

５　结　论

本文研究了具有可变输入率和可变服务率的 Ｍ／Ｍ／１排队模型，并获得了该模型的平稳分布和主要指
标，充分考虑了输入率和服务率与系统中对长的关系。当ｉ＝１时正是文献［７］的结果，因此本文在具有快慢
两档的服务率的情况下，将其推广到更为一般的情形，更具有普遍性也更接近于生活。
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