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　　摘　要：以随机分析知识和最优控制理论为基础，结合动态规划原理和ＨＪＢ方程，在一般的随机控制模
型基础上，添加了“控制”和“停时”，讨论了在跳跃扩散市场下，最优停时与随机控制相结合的投资问题，并

建立模型求解，最后通过一个例子说明在经济中最优停时是如何与随机控制相结合的．
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自金融市场均衡模型出现后，现代金融理论一个值得重视的领域是解决带随机性的问题，而解决这个

问题的重要手段是随机最优控制理论．１９７８年，我国学者彭实戈给出了随机最优控制理论的最大值原理，

１９９０年Ｅ．Ｐａｒｄｏｕｘ＆Ｐｅｎｇ提出倒向随机微分方程理论．随着最优控制理论的发展，一类带停时的随机控制

模型被提出，即费用函数结构中增加“停时”，则该问题的最优策略变为最优控制和最优停时两个．这类带停

时的随机控制问题是结合随机分析等理论对金融投资模型的讨论和研究，其不仅是对随机控制理论的完善

和充实，也是对金融投资模型在实际应用中的推广，因此此类问题吸引了不少学者的关注和研究．

Ｚｅｒｖｏｓ［１］研究了带最优停时的脉冲控制问题；郭文旌［２］在传统均值———方差组合投资模型基础上，引进

一个随机性二次最优控制问题作为原问题的近似问题，证明了一个状态为跳跃扩散过程的一般最优控制问

题的验证性定理，并得到了原问题的最优策略；柏立华［３］在他的博士论文中建立了与实际跟贴切的随机控

制模型，使方法不再局限于ＨＪＢ方程；于洋［４，５］研究了一类带停时的奇异型随机控制问题，从受控状态过程

和费用函数结构两个方面对原模型进行了推广．然而，在跳跃扩散市场下，研究最优停时和随机控制相结合

的投资组合问题的并不多见，鉴于此，本文在一般的随机控制模型基础上，考虑最优停时和最优控制，建立

模型求解．

１　模型的建立

在跳跃扩散市场下，考虑最优停时与随机控制相结合的投资组合问题．首先来考虑这样一个随机控制系

统Ｙ（ｕ）（ｔ）＝Ｙ（ｔ）∈Ｒｋ，它满足如下条件：

ｄＹ（ｔ）＝ｂ（Ｙ（ｔ），ｕ（ｔ））ｄｔ＋σ（Ｙ（ｔ），ｕ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋∫Ｒｋγ（Ｙ（ｔ－），ｕ（ｔ－），ｚ）珚Ｎ（ｄｔ，ｄｚ） （１）

　　这里ｂ：Ｒｋ×Ｕ→Ｒｋ，σ：Ｒｋ×Ｕ→Ｒｋ×ｍ，γ：Ｒｋ×Ｕ×Ｒｋ→Ｒｋ×ｌ为给定的函数控制ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ，ω）假设是Ｆｔ－适应

的，且取值于给定的闭凸集ＵＲｌ．那么对应于控制ｕ＝ｕ（ｔ，ω）和停时的目标函数：



Ｊ（ｕ，τ）（ｙ）＝Ｅｙ［∫
τ

０
ｆ（Ｙ（ｔ），ｕ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（Ｙ（τ））χ｛τ＜∞｝］ （２）

其中ｆ：Ｒｋ×Ｕ→Ｒ（利润率）和ｇ：Ｒｋ→Ｒ（馈赠函数）是给定的函数．

假设与控制ｕ对应的方程（１）具有唯一的强解，且满足：

Ｅｙ［∫
τ
Ｓ

０
｜ｆ（Ｙ（ｔ），ｕ（ｔ））｜ｄｔ］＜∞ｙ∈Ｓ （３）

其中τＳ＝τＳ（ｙ，ｕ）＝ｉｎｆ｛ｔ＞０，Ｙ
（ｕ）（ｔ）Ｓ｝对于所有的ｙ，｛ｇ－（Ｙ（ｕ）（τ））；τ∈Ｔ｝是一致Ｐｙ－可积的，其中ｇ－（ｙ）＝

ｍａｘ（０，－ｇ（ｙ）），则称控制为容许控制．所有容许控制构成的集合称为容许控制集．如果 τ（ω）＝∞，ｇ（Ｙ（τ

（ω）））定义为零，则ＳＲｋ是固定的Ｂｏｒｅｌ集，满足ＳＳ０，其中 Ｓ可理解为所研究系统的宇宙或可偿付集，

在此只研究倒闭时间Ｔ之前的系统状态．

设Ｔ是Ｆｔ－停时τ≤τＳ，求Φ（ｙ）和ｕ∈Ｕ，τ∈Ｔ使

Φ（ｙ）＝ｓｕｐ｛Ｊ（ｕ，τ）（ｙ）；ｕ∈Ｕ，τ∈Ｔ｝＝Ｊ（ｕ，τ）（ｙ） （４）

　　如果控制可表示为ｕ（ｔ）＝ｕ０（Ｙ（ｔ）），其中ｕ０：Ｓ→Ｕ为某个函数，则称 Ｍａｒｋｏｖ控制．通常不区别，简单记

为ｕ（ｔ）＝ｕ（Ｙ（ｔ））．如果ｕ∈Ｕ是Ｍａｒｋｏｖ控制，Ｙ（ｕ）（ｔ）是Ｍａｒｋｏｖ过程，其生成元在 Ｃ２０（Ｒ
ｋ）上与微分算子Ｌ＝

Ｌｕ一致，即对于所有的关于ｙ二阶连续可微函数ψ：Ｒｋ→Ｒ．

Ｌｕψ（ｙ）＝
ｋ

ｉ＝１
ｂｉ（ｙ，ｕ（ｙ））

ψ
ｙｉ
＋１
２

ｋ

ｉ，ｊ＝１
（σσＴ）ｉｊ（ｙ，ｕ（ｙ））

２ψ
ｙｉｙｊ

＋


ｌ

ｊ＝１
∫Ｒ｛ψ（ｙ＋γ（ｊ）（ｙ，ｕ（ｙ），ｚｊ））－ψ（ｙ）－ψ（ｙ）．γ（ｊ）（ｙ，ｕ（ｙ），ｚｊ）｝νｊ（ｄｚｊ） （５）

典型的值函数在连续区域Ｄ的边界Ｄ之外是Ｃ２的，在Ｄ内满足ＨＪＢ方程，在Ｄ之外满足ＨＪＢ不等式．在边

界Ｄ上不是Ｃ２的，通常是Ｃ１的，通常称为高阶接触或光滑匹配原理．下面将证明这个问题的验证定理，该

验证定理可视为最优停时定理和随机控制的ＨＪＢ方程定理的结合．

２　最优停止和随机控制的ＨＪＢ方程定理的结合

（ａ）假设函数φ：Ｓ→Ｒ满足如下条件１）－８），则有φ（ｙ）≥Φ（ｙ）ｙ∈Ｓ

１）φ∈Ｃ１（Ｓ０）∩Ｃ（Ｓ）

２）在Ｓ０上φ≥ｇ，定义Ｄ＝｛ｙ∈Ｓ；φ（ｙ）＞ｇ（ｙ）｝，假设Ｙ（ｕ）（ｔ）以概率１在边界Ｄ上逗留０时间，即如下３）；

３）Ｅｙ［∫
τ
Ｓ
０
χ
Ｄ（Ｙ

（ｕ）（ｔ））ｄｔ］＝０ｙ∈Ｓ，ｕ∈Ｕ；

４）Ｄ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面；

５）φ∈Ｃ２（Ｓ０＼Ｄ），φ的二阶导数在Ｄ邻域是局部有界的；

６）Ｌｖφ（ｙ）＋ｆ（ｙ，ｖ）≤０在Ｓ０＼Ｄ，ｖ∈Ｕ；

７）Ｙ（ｕ）（τＳ）∈Ｓａ．ｓ．｛τＳ＜∞｝ｌｉｍ
ｔ→τ－Ｓ
φ（Ｙ（ｕ）（ｔ））＝ｇ（Ｙ（ｕ）（τＳ））χ｛τＳ＜∞｝ａ．ｓ．

８）Ｅｙ［｜φ（Ｙ（ｕ）（τ））｜＋∫
τＳ

０
｛｜Ａφ（Ｙ（ｕ）（ｔ））｜＋｜σＴ（Ｙ（ｔ））φ（Ｙ（ｔ））｜２］＋

ｌ

ｊ＝１
∫Ｒ｜φ（Ｙ（ｔ）＋γ（ｊ）（Ｙ（ｔ），

ｕ（ｔ），ｚｊ））－φ（Ｙ（ｔ））｜
２νｊ（ｄｚｊ）｝ｄｔ］＜∞．

（ｂ）另外假设如下条件９）－１１）成立，且假设 ｕ^∈Ｕ，则有φ（ｙ）＝Φ（ｙ）ｙ∈Ｓ并且 ｕ ＝^ｕ，τ＝τＤ分别

为最优控制和停时．

９）对于每个ｙ∈Ｄ，存在 ｕ^（ｙ）∈Ｕ成立Ｌｕ^（ｙ）φ（ｙ）＋ｆ（ｙ，^ｕ（ｙ））＝０；
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１０）τＤ＝ｉｎｆ｛ｔ＞０；Ｙ
（^ｕ）（ｔ）Ｄ｝＜∞ａ．ｓ．ｙ∈Ｓ；

１１）族｛φ（Ｙ（^ｕ）（τ）；τ∈Ｔ｝对于所有的ｙ∈Ｄ，关于Ｐｙ是一致可积的．

备注１：如果忽略如上定理的技术条件而集中于条件２），６）和９），则该定理的条件可表示为如下紧凑

形式：

ｍａｘ（ｓｕｐ
ｖ∈Ｕ
｛Ｌｖφ（ｙ）＋ｆ（ｙ，ｖ）｝，ｇ（ｙ）－φ（ｙ）））＝０ｙ∈Ｓ０ （６）

既然这是随机控制ＨＪＢ方程和最优停止变分不等式的结合，因此称式（６）为 ＨＪＢＶＩ．能够证明，在某些条件

下，值函数φ是式（６）在粘性解意义下的解，

备注２：问题（４）作为特例包含一般最优停止问题．如果ｂ，σ和 ｆ不包含 ｕ，问题退化为一般的最优停止

问题：Φ（ｙ）＝ｓｕｐ
τ∈Ｔ
Ｅｙ［∫τ０ｆ（Ｙ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（Ｙ（τ））χ｛τ＜∞｝］．

ＨＪＢＶＩ式（６）变为ＶＩ：

ｍａｘ（ＬΦ（ｙ）＋ｆ（ｙ），ｇ（ｙ）－Φ（ｙ））＝０；ｙ∈Ｓ０ （７）

　　问题（４）也密切相关于一般的随机控制问题．在这里停时τ固定为τ＝τＳ，问题就是求Φ（ｙ）和ｕ∈Ｕ使

Φ（ｙ）＝ｓｕｐ
ｕ∈Ｕ
Ｊ（ｕ）（ｙ）＝Ｊ（ｕ）（ｙ），其中Ｊ（ｕ）（ｙ）＝Ｅｙ［∫τＳ０ｆ（Ｙ（ｔ），ｕ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（Ｙ（τＳ））χ｛τＳ＜∞｝］．

关于该定理的证明及变分不等式的问题，详见文献［５］，该定理把最优停时和随机控制相结合，把一般的

随机控制问题扩展到了跳跃扩散市场下进行讨论，另外更多关于停时和随机控制的问题详见文献［６－８］．下面

举例说明跳跃扩散市场下，最优停时和随机最优控制是怎样结合的．

３　应用举例

运用上述定理及模型，在此来讨论最优资源开发控制和停止问题，通过这个例子，说明最优停时和随机

最优控制是怎样结合的．

设单位资源（天然气和石油）在时间ｔ的价格为Ｐｔ＝Ｐ（ｔ），服从几何Ｌｅｖｙ过程：

ｄＰ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－）（αｄｔ＋βｄＢ（ｔ））＋γ∫Ｒｚ珚Ｎ（ｄｔ，ｄｚ）；Ｐ０＝ｐ≥０
其中α，β≠０，γ为常数满足γｚ≥－１ａ．ｓ．ν．

设Ｑｔ表示时刻ｔ的剩余资源量，资源开发强度为ｕｔ＝ｕｔ（ω）∈［０，ｍ］，则 Ｑｔ满足 ｄＱｔ＝－ｕｔＱｔｄｔ；Ｑ０＝ｑ≥

０，ｍ为最大强度常数．假设控制ｕｔ（ω）是｛Ｆ｝ｔ≥０适应的，如果油田开采过程的运营费用为 Ｋ０＋Ｋ１ｕｔ（Ｋ０，Ｋ１≥

０），如果在时间τ（ω）≥０决定停止开采，期望的整体利润：

Ｊ（ｕ，τ）（ｐ，ｑ）＝Ｅ（ｐ．ｑ）［∫
τ

０
ｅ－ρｔ（ｕｔ（ＰｔＱｔ－Ｋ１）－Ｋ０）ｄｔ＋ｅ

－ρτ（θＰτＱτ－ａ）］

　　假设关闭时间τ是关于代数流｛Ｆｔ｝ｔ≥０的停时，即｛ω；τ（ω）≤ｔ｝∈Ｆｔ，ｔ，开采强度和是否在ｔ之前停止

的决策只能基于信息Ｆｔ，不能依赖于任何将来的信息．问题就是求值函数Φ（ｐ，ｑ）和最优控制ｕｔ∈［０，ｍ］和

最优停时τ，使Φ（ｐ，ｑ）＝ｓｕｐ
ｕｔ，τ
Ｊ（ｕ，τ）（ｐ，ｑ）＝Ｊ（ｕ，τ）（ｐ，ｑ），这个问题就是一个最优停止与随机控制结合的

例子．

在这种情况下，时间－空间过程ｄＹ（ｔ）＝（ｄｔ，ｄＰｔ，ｄＱｔ）；Ｙ（０）＝（ｓ，ｐ，ｑ）∈［０，∞）
３的生成元：

Ｌｕψ（ｓ，ｐ，ｑ）＝
ψ
ｓ
＋αｐ

ψ
ｐ
－ｕｑψ

ｑ
＋１
２β

２ｐ２
２ψ
ｐ２
＋

∫Ｒ｛ψ（ｓ，ｐ＋γｐｚ，ｑ）－ψ（ｓ，ｐ，ｑ）－
ψ
ｐ
（ｓ，ｐ，ｑ）．γｚｐ｝ν（ｄｚ）
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根据定理２，求Ｓ＝［０，∞）３的子集Ｄ和函数φ（ｓ，ｐ，ｑ）：Ｓ→Ｒ使φ（ｓ，ｐ，ｑ）＝ｅ－ρｓ（θｐｑ－ａ）（ｓ，ｐ，ｑ）Ｄ，φ（ｓ，

ｐ，ｑ）≥ｅ－ρｓ（θｐｑ－ａ）（ｓ，ｐ，ｑ）∈Ｓ，Ｌｖφ（ｓ，ｐ，ｑ）＋ｅ－ρｓ（ｖ（ｐｑ－Ｋ１）－Ｋ０）≤０（ｓ，ｐ，ｑ）∈Ｓ
０＼Ｄ，ｖ∈［０，ｍ］，ｓｕｐ

ｖ∈［０，ｍ］

｛Ｌｖφ（ｓ，ｐ，ｑ）＋ｅ－ρｓ（ｖ（ｐｑ－Ｋ１）－Ｋ０）｝＝０（ｓ，ｐ，ｑ）∈Ｄ，设φ取如下形式φ（ｓ，ｐ，ｑ）＝ｅ
－ρｓＦ（ｗ），ｗ＝ｐｑ．

连续区域Ｄ具有如下形式：Ｄ＝｛（ｓ，ｐ，ｑ）；ｐｑ＞ｗ０｝对于某个ｗ０＞０．

４　结束语

本文充分运用随机分析和最优控制理论，并通过动态规划原理和 ＨＪＢ方程，建立了跳扩散市场下最优

停时和随机控制的模型，并解决了实际问题．通过上述举例可以看出，研究跳扩散市场下最优停时与随机控

制的结合，可以解决更多经济中的实际问题，具有重要的理论研究及指导意义．
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