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１　问题的提出

考虑下列不等式约束非线性规划问题（Ｐ）
ｍｉｎｆ（ｘ），ｓ．ｔ．　ｇ（ｘ）≤０，ｉ＝１，２，…，ｍ （Ｐ）

其中ｆ：Ｒｎ→Ｒ，ｇｉ（ｘ）：Ｒ
ｎ→Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｍ是连续可微函数．

对于问题（Ｐ），常用的罚函数是ｌ１罚函数：ｆβ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋β
ｍ

ｉ＝１
ｇ＋ｉ（ｘ），其中，β＞０是罚因子．ｌ１罚函数不

仅形式简单，而且还是精确罚函数，即在一定条件下，存在正数β ＞０，使得罚因子β＞β时，问题（Ｐ）的局
部最小解也是罚函数ｆβ（ｘ）的局部最小解

［１］．文献［２３］对问题（Ｐ）讨论了低阶罚函数，如下：

φβ，ｖ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋β
ｍ

ｉ＝１
ｐｖ（ｇｉ（ｘ）） （１）

其中ｐｖ（ｕ）＝（ｍａｘ｛０，ｕ｝）
ｖ，０＜ｖ＜１表示低阶罚函数的阶数．

对应（Ｐ）的优化问题（Ｐβ）为：
ｍｉｎφβ，ｖ（ｘ） （Ｐβ）

　　一般的精确罚函数并不光滑，文献［３］讨论了将（１）ε光滑化，并提出了修正的精确罚函数，文献［４］引进了
光滑的低阶罚函数．此处将对问题（Ｐ）引入一种新的光滑低阶精确罚函数的构造，并证明它的一些定理和性质．

２　二阶光滑罚函数的构造
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，其中ｖ∈（０，１），ε＞０．



对于问题（Ｐ），研究下面的罚函数：

φβ，ε，ｖ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋β
ｍ

ｉ＝１
ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ）） （２）

　　问题（Ｐ）对应的优化问题（ＰＩβ）定义为ｍｉｎφβ，ε，ｖ（ｘ）．

３　低阶光滑罚函数φβ，ε，ｖ（ｘ）的性质

定义１［３］　设ｆ是问题（Ｐ）的最优目标函数值，如果点ｘε对问题（Ｐ）是可行的，并且对任意的ε＞０满足
ｆ－ｆ（ｘε）≤ε，则称ｘε为问题（Ｐ）的一个ε近似最优解．

定义２　如果对任意的一个ｙ∈Ｒｎ，满足

ｆ（ｘ）＋
ｉ∈Ｉ
ｙｉｇｉ（ｘ）＝０ （３）

ｙｉｇｉ（ｘ）＝０，ｙｉ≥０，ｇｉ（ｘ）≤０，ｉ＝１，２，…，ｍ （４）

就称ｙ为对应ｘ的一个Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．
引理１［３］　设ｘ是原问题（Ｐ）的局部最小解，λ是对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，如果（ｘ，λ）满足二阶充分

性条件，则对任意的０＜ｖ＜１，β＞０，ｘ必是低阶罚函数φβ，ｖ（ｘ）的局部严格最优解．
由引理１，容易得到低阶罚函数φβ，ε，ｖ（ｘ）的局部精确罚性质．
定理１　对ｖ∈（０，１），ε＞０，有
（１）ｐε，ｖ（ｕ）在Ｒ上至少二次连续可微．
（２）对ｕ∈Ｒ，ｐｖ（ｕ）≥ｐε，ｖ（ｕ）．
（３）ｌｉｍ

ε→０
ｐε，ｖ（ｕ）＝ｐｖ（ｕ）．

证明　（１）可由二次连续可微的定义得出．
（２）对ｕ∈Ｒ，有
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所以对ｕ∈Ｒ，ｐｖ（ｕ）≥ｐε，ｖ（ｕ）．
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证毕．
定理２　对ｘ∈Ｒｎ，ｌｉｍ

ε→０
φβ，ε，ｖ（ｘ）＝φβ，ｖ（ｘ）．

证明　对ｘ∈Ｒｎ，ｉ∈Ｉ，由ｐｖ（ｕ）和ｐε，ｖ（ｕ）的定义得
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即０≤ｐｖ（ｇｉ（ｘ））－ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ））≤
３
２ε

ｖ，ｉ∈Ｉ

０≤β
ｉ∈Ｉ
ｐｖ（ｇｉ（ｘ））－β

ｉ∈Ｉ
ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ））≤

３
２
ｍβεｖ

所以０≤φβ，ε，ｖ（ｘ）－φβ，ｖ（ｘ）≤
３
２
ｍβεｖ，因此ｌｉｍ

ε→０
φβ，ε，ｖ（ｘ）＝φβ，ｖ（ｘ），证毕．

定理２说明了φβ，ε，ｖ（ｘ）和φβ，ｖ（ｘ）的误差可以任意小，只要光滑参数ε足够小．

推论１　设｛εｋ｝→０是一个正序列，对任意给定的 β＞０，ｖ∈（０，１），设 ｘ
ｋ是 ｍｉｎφβ，ε，ｖ（ｘ）的一个解，ｘ是

｛ｘｋ｝的一个聚点，则ｘ是ｍｉｎφβ，ｖ（ｘ）的一个最优解．

定理３　设ｘ是问题（Ｐβ）的一个最优解，任意给定的β＞０是问题（ＰＩβ）的一个最优解，对任意的 β＞０，

ε＞０，有ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ）＋
３
２βε

ｖ，即ｘ是问题（Ｐβ）的一个近似最优解．

证明　由定理２得：

０≤φβ，ε，ｖ（ｘ
）－φβ，ｖ（ｘ

）≤
３
２
ｍβεｖ，０≤φβ，ε，ｖ（ｘ）－φβ，ｖ（ｘ）≤

３
２
ｍβεｖ

由假设条件知：φβ，ｖ（ｘ
）≤φβ，ｖ（ｘ），φβ，ε，ｖ（ｘ）≤φβ，ε，ｖ（ｘ

），因此

０≤φβ，ε，ｖ（ｘ
）－φβ，ｖ（ｘ

）≤φβ，ｖ（ｘ
）－φβ，ε，ｖ（ｘ）≤φβ，ｖ（ｘ）－φβ，ε，ｖ（ｘ）≤

３
２
ｍβεｖ

所以０≤ｆ（ｘ）＋β
ｍ

ｉ＝１
ｐｖ（ｇｉ（ｘ））－［ｆ（ｘ）＋β

ｍ

ｉ＝１
ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ））］≤

３
２
ｍβεｖ．

假设ｘ和ｘ对问题（Ｐ）是可行的，则
ｍ

ｉ＝１
ｐｖ（ｇｉ（ｘ））＝

ｍ

ｉ＝１
ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ））＝０，因此ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ

）＋
３
２βε

ｖ，

证毕．

定理４　设ｆ和 ｇｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）是凸的并且连续可微，设 ｘ是问题（Ｐ）的一个最优解，如果ｘ是问题

（ＰＩβ）的一个最优解，并且对问题（Ｐ）是可行的，设ｙ∈Ｒ
ｎ是对应的ｘ的一个 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，则对任意给定的

ε＞０，有

ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ）＋
３
２βε

ｖ （５）

即ｘ是问题（Ｐ）的一个近似最优解．

证明　因为ｆ和ｇｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）是凸的并且连续可微，所以

ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ）Ｔ（ｘ －ｘ） （６）

ｇｉ（ｘ）≥ｇｉ（ｘ）＋ｇ（ｘ）
Ｔ（ｘ －ｘ） （７）

因为ｘ是问题（Ｐ）的一个最优解，ｙ∈Ｒｎ是对应的ｘ的一个Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，所以

φβ，ｖ（ｘ
）＝ｆ（ｘ）＋β

ｍ

ｉ＝１
ｐｖ（ｇｉ（ｘ））≥
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ｆ（ｘ）－
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ｙｉｇｉ（ｘ）

Ｔ（ｘ －ｘ）≥

ｆ（ｘ）－
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ｙｉ［ｇｉ（ｘ）－ｇｉ（ｘ）］＝
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ｆ（ｘ）－
ｉ∈Ｉ
ｙｉｇｉ（ｘ）≥ｆ（ｘ）

因为

０≤φβ，ε，ｖ（ｘ
）－φβ，ｖ（ｘ

）≤
３
２
ｍβεｖ

所以

ｆ（ｘ）≤φβ，ｖ（ｘ
）≤φβ，ε，ｖ（ｘ

）＋
３
２
ｍβεｖ＝ｆ（ｘ）＋β

ｉ∈Ｉ
ｐε，ｖ（ｇｉ（ｘ

））＋
３
２
ｍβεｖ＝ｆ（ｘ）＋

３
２
ｍβεｖ

又因为ｘ对问题（Ｐ）是可行的，即ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ），故式（５）式成立．

４　结束语

针对不等式约束非线性规划问题提出了一个新的含参罚函数的构造，将有约束问题转化为无约束问

题，从理论上证明了精确性所满足的条件，分析了它的性质．
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