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　　摘　要：研究了一类树图Ｔ２ｎ，ｎ的超边幻和标号问题，利用图论中边幻和标号以及超边幻和标号的定义，

给出了两种不同的算法，严格地证明了此类树图Ｔ２ｎ，ｎ不仅仅是边幻和图，同时也是超边幻和图，从而论证了
有关树是超边幻和图的部分猜想。
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关于图标号的问题是组合图论中一项重要而有趣的内容。早期致力于研究某种特殊图是否具有图标

号里面的某一种，并取得了相应的成果。今后将在此基础上继续关注与之相联系的问题，比如，具有某种标

号的图有哪些，图的标号具有哪些性质，如何去构造具有某种给定标号的图等等。超边幻和标号问题是一

类图的标号问题，至今国内外学者取得了一系列有关的重要成果［１１０］。例如Ｅｎｏｍｏｔｏ［１］等人猜想树是超边幻
和图，Ｒ．Ｍ．ＦｉｇｕｅｒｏａＣｅｎｔｅｎｏ［２］也研究了超边幻和图。本文给出了一类树图 Ｔ２ｎ，ｎ是超边幻和图的结论，从而
验证了树是超边幻和图的部分猜测问题。

１　基本概念

定义１　对于一个给定的简单图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），存在一个双射函数 Ｌ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→｛１，２，…，
Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）｝，使得对所有的边ｘｙ∈Ｅ（Ｇ），ｘ，ｙ∈Ｖ（Ｇ），都有Ｌ（ｘ）＋Ｌ（ｙ）＋Ｌ（ｘｙ）＝Ｃ，Ｃ为常数，则称Ｌ为
图Ｇ的边幻和标号（ｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌｌａｂｅｌｉｎｇ），图 Ｇ称为具有边幻和标号 Ｌ的边幻和图（ｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌ
ｇｒａｐｈ）。

定义２　设Ｌ为图Ｇ（Ｖ，Ｅ）的边幻和标号，如果顶点标号满足：Ｌ（Ｖ（Ｇ））＝｛１，２，…，Ｖ（Ｇ）｝，则称Ｌ为
图Ｇ的超边幻和标号（ｓｕｐｅｒｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌｌａｂｅｌｉｎｇ），图 Ｇ称为具有超边幻和标号 Ｌ的超边幻和图（ｓｕｐｅｒ
ｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌｇｒａｐｈ）。

定义３　设图Ｇ是由长为２的路两端分别连接一个 ｎ星图的中心所得到的图，其顶点集和边集分别为
Ｖ（Ｇ）和Ｅ（Ｇ），其中，Ｖ（Ｇ）＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ，ｕ，ｗ，ｖ，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝；Ｅ（Ｇ）＝｛ｕ１ｕ，ｕ２ｕ，…，ｕｎｕ｝∪｛ｕｗ，ｗｖ｝∪

｛ｖｖ１，ｖｖ２，…，ｖｖｎ｝。则称图Ｇ为树图Ｔ
２
ｎ，ｎ。



２　结论及其证明

设树图Ｔ２ｎ，ｎ的顶点集和边集分别为 Ｖ（Ｇ）和 Ｅ（Ｇ），则其顶点数 Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）＝２ｎ＋３，边数 Ｅ（Ｔ２ｎ，ｎ）＝

２ｎ＋２。
定理１　对于满足定义３的一类树图具有边幻和标号算法，Ｔ２ｎ，ｎ是边幻和图。

证明　定义函数Ｌ：Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ
２
ｎ，ｎ）→｛１，２，…，４ｎ＋５｝，给出图Ｔ

２
ｎ，ｎ各顶点和边的标号算法如下：

ｉ）图Ｔ２ｎ，ｎ各顶点标号算法：
Ｌ（ｕ）＝２ｎ＋３
Ｌ（ｖ）＝２ｎ＋４
Ｌ（ｗ）＝３ｎ＋５
Ｌ（ｕｉ）＝２ｎ＋ｉ＋４，ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ（ｖｉ）＝３ｎ＋ｉ＋５，ｉ＝１，２，…，ｎ













　　ｉｉ）图Ｔ２ｎ，ｎ各边标号算法：
Ｌ（ｕｗ）＝ｎ＋２
Ｌ（ｖｗ）＝ｎ＋１
Ｌ（ｕｕｉ）＝２ｎ－ｉ＋３，ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ（ｖｖｉ）＝ｎ－ｉ＋１，ｉ＝１，２，…，ｎ











　　首先，证明Ｌ是从Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ
２
ｎ，ｎ）→｛１，２，…，４ｎ＋５｝的双射函数。令Ａ＝｛Ｌ（ｕ），Ｌ（ｖ），Ｌ（ｗ），Ｌ（ｕｉ），

Ｌ（ｖｉ）｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝，则Ａ１＝｛Ｌ（ｕ）｝＝２ｎ＋３；Ａ２＝｛Ｌ（ｖ）｝＝２ｎ＋４；Ａ３＝｛Ｌ（ｗ）｝＝３ｎ＋５；Ａ４＝｛Ｌ（ｕｉ）＝２ｎ＋ｉ＋

４｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝＝｛２ｎ＋５，２ｎ＋６，…，３ｎ＋４｝；Ａ５＝｛Ｌ（ｖｉ）＝３ｎ＋ｉ＋５｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝＝｛３ｎ＋６，３ｎ＋７，…，４ｎ＋

５｝。则Ａ１∪Ａ２∪Ａ３∪Ａ４∪Ａ５＝｛２ｎ＋３，２ｎ＋４，…，４ｎ＋５｝。

令Ｂ＝｛Ｌ（ｕｗ），Ｌ（ｖｗ），Ｌ（ｕｕｉ），Ｌ（ｖｖｉ）｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝，则 Ｂ１＝｛Ｌ（ｕｗ）｝＝ｎ＋２；Ｂ２＝｛Ｌ（ｖｗ）｝＝ｎ＋１；

Ｂ３＝｛Ｌ（ｕｕｉ）＝２ｎ－ｉ＋３｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝＝｛ｎ＋３，ｎ＋４，…，２ｎ＋２｝；Ｂ４＝｛Ｌ（ｖｖｉ）＝ｎ－ｉ＋１｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝＝｛１，
２，…，ｎ｝．则Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３∪Ｂ４＝｛１，２，…，２ｎ＋２｝。

从而Ａ１∪Ａ２∪Ａ３∪Ａ４∪Ａ５∪Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３∪Ｂ４是所有顶点标号和边标号的集合，且有Ａ１∪Ａ２∪Ａ３∪Ａ４∪
Ａ５∪Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３∪Ｂ４＝｛１，２，…，４ｎ＋５｝。

由上述可知，所有的顶点标号和边标号是各不相同的，所以 Ｌ是从 Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ
２
ｎ，ｎ）→｛１，２，…，４ｎ＋

５｝的双射函数。
其次，对任意ｘｙ∈Ｅ（Ｔ２ｎ，ｎ），ｘ，ｙ∈Ｖ（Ｔ

２
ｎ，ｎ），都有Ｌ（ｘ）＋Ｌ（ｙ）＋Ｌ（ｘｙ）＝６ｎ＋１０，且图 Ｔ

２
ｎ，ｎ的下标 ｎ一旦确

定，Ｌ（ｘ）＋Ｌ（ｙ）＋Ｌ（ｘｙ）为常数６ｎ＋１０．根据边幻和标号的定义，则 Ｌ为图 Ｔ２ｎ，ｎ的边幻和标号，图 Ｔ
２
ｎ，ｎ是边幻

和图。

综上所述，定理１得证。
定理２　对ｎ∈Ｎ，树图Ｔ２ｎ，ｎ具有超边幻和标号算法，是超边幻和图。
证明　令超边幻和常数Ｃ＝６ｎ＋８，定义函数Ｌ如下：

Ｌ：Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ
２
ｎ，ｎ）→｛１，２，…，４ｎ＋５｝

　　给出图Ｔ２ｎ，ｎ的另一种顶点标号和边标号算法如下：
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　　（１）图Ｔ２ｎ，ｎ各顶点标号算法：
Ｌ（ｕ）＝２ｎ＋３
Ｌ（ｖ）＝２ｎ＋２
Ｌ（ｗ）＝ｎ＋１
Ｌ（ｕｉ）＝２ｎ－ｉ＋２，ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ（ｖｉ）＝ｎ－ｉ＋１，ｉ＝１，２，…，ｎ













　　（２）图Ｔ２ｎ，ｎ各边标号算法：
Ｌ（ｕｗ）＝３ｎ＋４
Ｌ（ｖｗ）＝３ｎ＋５
Ｌ（ｕｕｉ）＝２ｎ＋ｉ＋３，ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｌ（ｖｖｉ）＝３ｎ＋ｉ＋５，ｉ＝１，２，…，ｎ











　　首先证明Ｌ是从顶点集Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）到｛１，２，…，２ｎ＋３｝的双射函数。则：令 Ｋ＝｛Ｌ（ｕ），Ｌ（ｖ），Ｌ（ｗ），Ｌ（ｕｉ），

Ｌ（ｖｉ）｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝，则Ｋ１＝｛Ｌ（ｕ）｝＝２ｎ＋３；Ｋ２＝｛Ｌ（ｖ）｝＝２ｎ＋２；Ｋ３＝｛Ｌ（ｗ）｝＝ｎ＋１；Ｋ４＝｛Ｌ（ｕｉ）＝２ｎ－ｉ＋

２｜１≤ｉ≤ｎ｝＝｛ｎ＋２，ｎ＋３，…，２ｎ＋１｝；Ｋ５＝｛Ｌ（ｖｉ）＝ｎ－ｉ＋１｜１≤ｉ≤ｎ｝＝｛１，２，…，ｎ｝。则 Ｋ１∪Ｋ２∪Ｋ３∪Ｋ４∪Ｋ５
是所有顶点标号的集合，且有Ｋ１∪Ｋ２∪Ｋ３∪Ｋ４∪Ｋ５＝｛１，２，…，２ｎ＋３｝。

由上述可知，所有顶点标号是各不相同的，所以Ｌ是从顶点集Ｖ（Ｔ２ｎ，ｎ）到｛１，２，…，２ｎ＋３｝的双射函数。

其次，证明Ｌ是从 Ｅ（Ｔ２ｎ，ｎ）到｛２ｎ＋４，２ｎ＋５，…，４ｎ＋５｝的双射函数。令 Ｓ＝｛Ｌ（ｕｖ），Ｌ（ｖｗ），Ｌ（ｕｕｉ），

Ｌ（ｖｖｉ）｜１≤ｉ≤ｎ，ｉ∈Ｎ｝，则：Ｓ１＝｛Ｌ（ｕｗ）｝＝３ｎ＋４；Ｓ２＝｛Ｌ（ｖｗ）｝＝３ｎ＋５；Ｓ３＝｛Ｌ（ｕｕｉ）＝２ｎ＋ｉ＋３｜１≤ｉ≤ｎ｝＝

｛２ｎ＋４，２ｎ＋５，…，３ｎ＋３｝；Ｓ４＝｛Ｌ（ｖｖｉ）＝３ｎ＋ｉ＋５｜１≤ｉ≤ｎ｝＝｛３ｎ＋６，３ｎ＋７，…，４ｎ＋５｝。
因此Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３∪Ｓ４是所有边标号的集合，且有Ｓ＝Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３∪Ｓ４＝｛２ｎ＋４，２ｎ＋５，…，４ｎ＋５｝。由上述

可知，每条边的标号是各不相同的，且边的标号集合为｛２ｎ＋４，２ｎ＋５，…，４ｎ＋５｝，所以Ｌ是从Ｅ（Ｔ２ｎ，ｎ）到｛２ｎ＋

４，２ｎ＋５，…，４ｎ＋５｝的双射函数。
对ｎ∈Ｎ，图Ｔ２ｎ，ｎ的下标ｎ一旦确定，超边幻和常数 Ｃ＝６ｎ＋８。根据超边幻和标号定义，可以得出结

论：Ｌ为图Ｔ２ｎ，ｎ的超边幻和标号，图Ｔ
２
ｎ，ｎ是超边幻和图。

综上所述，定理２得证。
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