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条件下，证明了光滑后的罚优化问题的最优解是原优化问题的ε－近似最优解．
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考虑如下约束优化问题：

（Ｐ）ｍｉｎｆ（ｘ）
ｓ．ｔ．　ｇｉ（ｘ）≤０，ｉ＝１，２，…，ｍ

其中ｆ和ｇｉ：Ｒ
ｎ→Ｒ，ｉ∈Ｉ＝｛１，２，…，ｍ｝都是二次连续可微的函数，Ｇ＝ｘ∈Ｒｎ ｇｉ（ｘ）≤０，ｉ＝１，２，…，ｍ{ }是原

问题（Ｐ）上的非空可行集．罚函数方法是将有约束的原问题（Ｐ）转化为无约束的优化问题，使得原问题相对
易解．

１　研究背景介绍

文献［１］中，首次提出了经典的ｌ１精确罚函数，表现形式如下：

Ｆ１（ｘ，ρ）＝ｆ（ｘ）＋ρ
ｉ∈Ｉ
ｍａｘｇｉ（ｘ），０{ } （１）

但是这种罚函数不是光滑的．因此在文献［２］中，提出了关于经典的 ｌ１精确罚函数的光滑化方法，并且给出
了ε－光滑化函数ｑε（ｔ）的表现形式如下：

ｑε（ｔ）＝

０，ｔ≤０

ｔ２

２ε
，０≤ｔ≤ε

ｔ－ε
２
，ｔ≥ε













（２）

其中ε是一个正的标量．在很多研究中，又提出了ｌ２罚函数，表现形式如下：

Ｆ２（ｘ，ρ）＝ｆ（ｘ）＋ρ
ｉ∈Ｉ
［ｍａｘｇｉ（ｘ），０{ }］２ （３）

这种罚函数虽然是光滑的，但不一定是精确的．文献［３］中，提出了ｋ－阶罚函数，其表现形式如下：

Ｆｋ（ｘ，ρ）＝［ｆ（ｘ）
ｋ＋ρ

ｉ∈Ｉ
［ｍａｘｇｉ（ｘ），０{ }］ｋ］

１
ｋ （４）



显然，当ｋ＝１时，ｋ－阶罚函数就是经典的ｌ１精确罚函数；当ｋ＞１时，这种罚函数是光滑的；当０＜ｋ≤１时，这种
罚函数是不光滑的，并且是低阶罚函数中的一种．在文献［４］中，又提出了另一种低阶罚函数的表现形式
如下：

Ｆｋ（ｘ，ρ）＝ｆ（ｘ）＋ρ
ｉ∈Ｉ
［ｍａｘｇｉ（ｘ），０{ }］ｋ （５）

其中ｋ∈（０，１）．文献［２］中，提出了关于式（５）的光滑近似解，并且给出的 ε－光滑化函数 ｑｋε（ｔ）的表现形式
如下：

ｑｋε（ｔ）＝

０，ｔ≤０

ｔ２ｋ

２εｋ
，０≤ｔ≤ε

ｔｋ－ε
ｋ

２
，ｔ≥ε













（６）

显然，当ｋ＝１时，公式（６）就是公式（２）．但是，公式（６）和公式（２）都只是一次连续可微的，到目前为止，很少
有学者的研究是用二次连续可微的函数去光滑精确罚函数．牛顿法在计算的时候收敛速度更快，计算效果更
好，但是在解无约束优化问题时只适用于二次连续可微的函数．所以，很有必要研究用二次连续可微的函数
去光滑精确罚函数．

受到以上这些文献的影响，提出了一种新的用二次连续可微的函数去光滑低阶罚函数（５），其中指出的
二次连续可微函数的形式如下：

ｐｋε（ｔ）＝

０，ｔ＜０

ｔ３ｋ

６ε２ｋ
，０≤ｔ＜ε

ｔｋ＋ε
２ｋ

２ｔｋ
－４ε

ｋ

３
，ε≤ｔ













（７）

其中ｋ∈（０，１），ε是光滑参数．

２　引理及定理的证明

考虑函数Ｐｋ（ｔ）＝
０，ｔ＜０

ｔｋ，ｔ≥０{ ，其中ｋ∈（０，１）．则可以定义关于原问题（Ｐ）的低阶罚函数为：

Ｆｋ（ｘ，ρ）＝ｆ（ｘ）＋ρ
ｉ∈Ｉ
Ｐｋ（ｇｉ（ｘ）） （８）

其中ρ是罚参数．此时与原问题（Ｐ）一致的罚优化问题定义为：
（Ｐ１）　ｍｉｎＦ

ｋ（ｘ，ρ）ｓ．ｔ．ｘ∈Ｒｎ

　　引理１　对任意的ｋ∈（
２
３
，１）和任意的ε＞０，以下两个结论成立：

（１）Ｐｋε（ｔ）在Ｒ上是二次连续可微的．

（２）ｌｉｍ
ε→０
Ｐｋε（ｔ）＝Ｐ

ｋ（ｔ）．

根据引理１（１），可以定义关于原问题（Ｐ）的光滑低阶罚函数为：

Ｆｋ（ｘ，ρ，ε）＝ｆ（ｘ）＋ρ
ｉ∈Ｉ
Ｐｋε（ｇｉ（ｘ）） （９）

与原问题（Ｐ）一致的光滑的罚优化问题为：
（ＳＰ１）　ｍｉｎＦ

ｋ（ｘ，ρ，ε）ｓ．ｔ．ｘ∈Ｒｎ
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　　引理２　对任意的ｘ∈Ｒｎ，有ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘ，ρ，ε）＝Ｆｋ（ｘ，ρ）．

证明　从引理１（２）中可知，
ｌｉｍ
ε→０
Ｐｋε（ｇｉ（ｘ））＝Ｐ

ｋ（ｇｉ（ｘ）），ｉ∈Ｉ

即是

ｌｉｍ
ε→０
ρＰｋε（ｇｉ（ｘ））＝ρＰ

ｋ（ｇｉ（ｘ））

因此

ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘ，ρ，ε）＝Ｆｋ（ｘ，ρ）

　　定理１　设 εｊ{ }→０是一正序列，并且对于某个给定的 ρ＞０，ｘｊ是 ｍｉｎｘ∈ＲｎＦ
ｋ（ｘ，ρ，ε）的一个解．如果 珋ｘ是

序列 εｊ{ }的聚点，则 珋ｘ是（Ｐ１）的最优解．
由定理１可知，通过解（ＳＰ１）可以得到（Ｐ１）的近似最优解．

引理３　假设ｘ是（Ｐ１）的最优解，如果ｘ是（Ｐ）的可行解，则ｘ是（Ｐ）的最优解．

定义１　如果ｘε是（Ｐ）的可行解，ｘ
是（Ｐ）的最优解，并且满足 ｆ（ｘ）－ｆ（ｘε）≤ε，则ｘε是（Ｐ）的ε－近

似最优解．
定义２　如果ｘε满足对ｉ∈Ｉ有ｇｉ（ｘε）≤ε，则ｘε∈Ｒ

ｎ是（Ｐ）的ε－可行解．
定理２　对给定的ρ＞０和ε＞０，如果ｘ′是（Ｐ１）的最优解，ｘε是（ＳＰ１）的最优解，则

ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘε，ρ，ε）＝Ｆ

ｋ（ｘ′，ρ）

更进一步，如果ｘ′是（Ｐ）的可行解，ｘε是（Ｐ）的ε－可行解，则ｘε是（Ｐ）的ε－近似最优解．
证明　从引理２中可知

ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘ′，ρ，ε）＝Ｆｋ（ｘ′，ρ）

ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘε，ρ，ε）＝Ｆ

ｋ（ｘε，ρ）

并且易证

０≤Ｆ１（ｘ′，ρ）－Ｆ（ｘ′，ρ，ε）≤
４ｍρεｋ

３

０≤Ｆ１（ｘε，ρ）－Ｆ（ｘε，ρ，ε）≤
４ｍρεｋ

３
　　由于ｘ′是（Ｐ１）的最优解，ｘε是（ＳＰ１）的最优解，则

Ｆｋ１（ｘ′，ρ）≤Ｆ
ｋ
１（ｘε，ρ）

Ｆｋ（ｘε，ρ，ε）≤Ｆ
ｋ（ｘ′，ρ，ε）

即是

０≤Ｆｋ１（ｘ′，ρ）－Ｆ
ｋ（ｘ′，ρ，ε）≤Ｆｋ１（ｘ′，ρ）－Ｆ

ｋ（ｘε，ρ，ε）≤Ｆ
ｋ
１（ｘε，ρ）－Ｆ

ｋ（ｘε，ρ，ε）≤
４ｍρεｋ

３

故Ｆｋ１（ｘ′，ρ）－
４ｍρεｋ

３ ≤Ｆｋ（ｘε，ρ，ε）≤Ｆ
ｋ
１（ｘ′，ρ）．

因此有

ｌｉｍ
ε→０
Ｆｋ（ｘε，ρ，ε）＝Ｆ

ｋ（ｘ′，ρ）

０≤ｆ（ｘ′）＋ρ
ｉ∈Ｉ
Ｐｋ（ｇｉ（ｘ′））－［ｆ（ｘε）＋ρ

ｉ∈Ｉ
Ｐｋε（ｇｉ（ｘε））］≤

４ｍρεｋ

３
特别地，如果ｘ′是（Ｐ）的可行解，ｘε是（Ｐ）的ε－可行解，则


ｉ∈Ｉ
Ｐｋ（ｇｉ（ｘ′））＝０，　

ｉ∈Ｉ
Ｐｋε（ｇｉ（ｘε））≤

ｍεｋ

６
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因此，有

ρ
ｉ∈Ｉ
Ｐｋε（ｇｉ（ｘε））≤ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘε）≤

４ｍρεｋ

３
＋ρ

ｉ∈Ｉ
Ｐｋε（ｇｉ（ｘε））

即
ｍρεｋ

６ ≤
ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘε）≤

ｍρεｋ

６
＋４ｍρε

ｋ

３
．

由引理３可知，ｘ′是（Ｐ）的最优解．故ｘε是（Ｐ）的ε－近似最优解．

３　结束语

对于解约束优化问题，给出了一种用二次连续可微的函数去光滑低阶罚函数的方法．并且在一些弱的假
设条件下，证明了光滑的罚优化问题（ＳＰ１）的最优解是原优化问题（Ｐ）的 ε－近似最优解．因此，在一些弱的
假设条件下，通过解（ＳＰ１）就可以得到（Ｐ）的近似最优解．
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