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　　摘　要：为分析与探索《大术》中几何证明的特点，对《大术》第１３章中三次幂加上常数等于一次项方程
解法法则的证明原文运用简单易懂的数学表达式作以说明；基于对此法则的证明，分析了卡尔达诺几何证

明构造性特点，总结了卡尔达诺的构造思路．
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１　卡尔达诺与《大术》简介

卡尔达诺Ｇ．（Ｃａｒｄａｎｏ，Ｇｉｒｏｌａｍｏ），１５０１年９月２４日生于意大利帕维亚（Ｐａｖｉａ）；１５７６年９月２１日卒于

罗马，主要成就在数学、物理、医学方面．卡尔达诺姓名的英文拼法是 Ｃａｒｄａｎ，Ｊｅｒｏｍｅ，译为“卡当”，常以此通

用．他一生写过２００多本著作，其中影响最为深远的当属其代数学著作《大术》（Ａｒｔｉｓｍａｇｎａｅｓｉｖｅｄｅｒｅｇｕｌｉｓ

ａｌｇｅｂｒａｉｃｉｓ）．虽然卡尔达诺最早是从尼古拉·塔塔利亚（ＮｉｃｃｏｌｏＴａｒｔａｇｌｉａ，１４９９１５５７年）那里得到了基本三

次方程的解法，但是他在《大术》中不但把这种解法推广到一般类型的三次方程，而且为它们提供了几何证

明，这代表了他在三次方程解法方面的独特贡献［１２］．

《大术》首次记载了三次方程和四次方程的代数解法，构造了求高次方程近似根的线性插值算法［３］，并

首次引入了复数．此外，书中还包含诸如方程的变换等很多其他内容［４］，是数学史上的一座里程碑，也是文艺

复兴时期的标志性著作．全书共计４０章，既是当时代数学知识的总结，也包含了卡尔达诺及其学生费拉里

（ＬｏｄｏｖｉｃｏＦｅｒｒａｒｉ，１５２２１５６５）的许多创新．在语言方面，该书使用了一套比较成功的数学缩写符号，可以看作

是文辞代数的典范．

２　三次幂加上常数等于一次项方程解法法则的证明及其构造性特点分析

《大术》的几何证明体现了当时的数学传统．文艺复兴时期的代数学还没有完全独立，需要通过几何证

明来展示其合理性［５］．不过，卡尔达诺已经认识到几何证明在代数学中的地位，即“证明是为了增强理解”［６］．

《大术》这本书的一个显著特点是卡尔达诺以法则的形式给出结论，但对推理过程则经常避而不谈，或者仅

给出简单的暗示．因此，揭示这些法则的数学依据就成为数学史研究者的一项重要工作．这不仅是为了更好



的理解法则本身，而且有助于揭示卡尔达诺的数学思想．此处将以《大术》第１３章三次幂加上常数等于一次

项方程解法法则的证明为研究对象，揭示其构造性特点．

２．１　法则的证明

在《大术》第１３章中，卡尔达诺给出了三次幂加上常数等于一次项（即：ｘ３＋ｃ＝ａｘ）的方程的解法并叙述

了他的两条法则及其证明．在这里他并没有直接给出ｘ的算术表达式，而是给出了方ｘ３＋ｃ＝ａｘ与方程ｙ３＝ａｙ＋

ｃ的正根之间的关系以及方程ｘ３＋ｃ＝ａｘ的两个正根之间的关系．这两条法则及其证明如下：

法则１　当三次幂加上常数等于一次项时，求出三次幂等于该一次项加上同一个常数的方程的根．取它

的一半的平方的３倍，再用一次项系数减去这个结果，然后用三次幂等于一次项加上常数的方程的根的一半

加上或减去所得之差的平方根，即得三次幂加上常数等于一次项的方程的根［６］．

用公式可表示为：对ｘ３＋ｃ＝ａｘ，若ｙ３＝ａｙ＋ｃ的正根为ｙ，则ｘ１，２＝
ｙ
２
± ａ

３
４
ｙ

槡
２．

法则２　把较大根的一半平方，用所得结果乘以３，再用一次项系数减去这个乘积，则所得之差的平方根

减去较大的根的一半就是所求的根［６］．

用公式可表示为：设方程ｘ３＋ｃ＝ａｘ的两个正根为ｘ１和ｘ２，并且ｘ１已知，则ｘ２＝ ａ３（
ｘ１
２
）

槡
２
ｘ１
２
．

图１　正方形ＡＢ，ＧＫ

第１条法则的证明可以简述如下：

证明１　如图１所示，对正方形 ＡＢ与 ＧＫ（注：这里用处

于同一对角线上两个顶点的字母来表示正方形．另外，为了与

线段进行区别，将正方形面积记ＳＡＢ与ＳＧＫ），设ＳＡＢ＝ａ，常数Ｆ

＝ｃ，ＧＨ３＝ａ·ＧＨ＋ｃ，ＳＨＬ＝
１
４
ＳＧＫ，ＳＧＬ＝ＳＡＤ，ＣＥ＝ Ｓ槡 ＢＣ，ＫＭ＝

１
２

ＨＫ，ＭＮ＝ＣＥ．

因为ＳＡＢ＝ＳＡＤ＋ＳＢＣ＝ＳＧＬ＋ＣＥ
２＝３ＨＭ２＋ＭＮ２

根据《几何原本》Ⅱ．４可知

３ＨＭ２＋ＭＮ２－ＨＮ２＝３ＨＭ２＋ＭＮ２－（ＨＭ＋ＭＮ）２＝

２ＨＭ（ＨＭ－ＭＮ）＝２ＨＭ·ＫＮ＝ＨＫ·ＫＮ

ＨＮ３＝ＨＮ·ＨＮ２＝ＨＮ·（ＳＡＢ－ＨＫ·ＫＮ）

因为　ＧＨ３＝ＨＫ·ＨＫ２＝ＳＡＢ·ＨＫ·Ｎ＋ｃ，ＨＭ
２－ＭＮ２＝ＫＮ·ＨＮ，且有 ｃ＝ＨＫ·（ＳＧＫ－ＳＡＢ）＝ＨＫ·（ＳＨＬ－ＳＢＣ）＝

ＨＫ·（ＨＭ２－ＭＮ２）＝ＨＫ·ＫＮ·ＨＮ，所以ＨＮ３＋ｃ＝ＨＮ·（ＳＡＢ－ＨＫ·ＫＮ）＋ＨＫ·ＫＮ·ＨＮ＝ＳＡＢ·ＨＮ．因此，ＨＮ是

未知量的值．

类似地，因为

ｃ＝ＨＫ·ＫＮ·ＨＮ，ＳＡＢ＝ＨＭ
２＋ＫＭ２＋ＭＮ２＋ＫＭ·ＨＭ

ＳＡＢ－ＫＮ
２＝３ＨＭ２＋ＭＮ２－（ＨＫ－ＨＮ）２＝２ＨＫ·ＨＮ－ＨＮ２－（ＨＭ２－ＭＮ２）＝

２ＨＫ·ＨＮ－（ＨＮ２＋ＨＮ·ＫＮ）＝２ＨＫ·ＨＮ－ＨＫ·ＨＮ＝ＨＫ·ＨＮ

所以ＫＮ３＋ｃ＝ＫＮ３＋ＫＮ·（ＨＫ·ＨＮ）＝ＫＮ·（ＫＮ２＋ＨＫ·ＨＮ）＝ＳＡＢ·ＫＮ，因此，ＫＮ也是未知量的值．由证明不

难看出，ＨＮ＋ＫＮ＝ＧＨ．
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第２条法则的证明可以简述如下：

图２　正方形ＡＣ，ＥＧ

证明２　如图２所示．方程为ｘ３＋ｃ＝ａｘ，对正方形ＡＣ和

ＥＧ，设ｃ＝ＡＤ·ＳＡＣ，ａ＝ＡＤ
２＋ＳＡＣ，则有ＡＤ

３＋ｃ＝ａ·ＡＤ，即 ＡＤ

是方程的一个根．现在来寻找方程的另一个根．取 ＦＨ，并使

（ＦＨ＋
ＡＤ
２
）２＝ＳＡＣ＋（

ＡＤ
２
）２，且ＳＥＧ＋ＦＨ

２＝ＳＡＣ＋ＡＤ
２．

根据《几何原本》Ⅱ．４可知

ＳＡＣ＝ＦＨ
２＋２（ＦＨ·

ＡＤ
２
）＝ＦＨ·（ＦＨ＋ＡＤ）

所以ＳＡＣ＋ＡＤ
２＋ＦＨ·ＡＤ＝ＳＥＧ＋ＦＨ

２＋ＦＨ·ＡＤ＝ＳＥＧ＋ＳＡＣ，于是可得ＳＥＧ＝ＡＤ·（ＦＨ＋ＡＤ）．

因此ＦＨ：ＡＤ＝ＳＡＣ：ＳＥＧ，即ＦＨ·ＳＥＧ＝ＡＤ·ＳＡＣ＝ｃ，而ＳＥＧ＋ＦＨ
２＝ＳＡＣ＋ＡＤ

２＝ａ，所以ＦＨ３＋ｃ＝ａ·ＦＨ，即ＦＨ是

方程的另一个根．

２．２　构造性特点分析

以上两个证明在《大术》中很具有代表性．关于证明与法则的来源，卡尔达诺并没有做出说明．从中可以

看出，卡尔达诺找到这些几何证明的思路是以代数分析为基础的．

法则１的证明思路为：设ＧＨ＝ｙ＝２ＫＭ，常数 Ｆ＝ｃ，ＳＡＢ＝ａ，ｙ
３＝ａｙ＋ｃ，ＳＨＬ＝
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ｙ
２
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３ｙ２

４槡
＝ｘ２．卡尔达诺要证明 ｘ１，２＝

ｙ
２
± ａ－

３ｙ２

４槡
，即 ｘ３１，２＋

ｃ＝ａｘ１，２．对ｘ１，卡尔达诺首先证明ａ－ｘ
２
１＝
３ｙ２

４
＋（ ａ－

３ｙ２

４槡
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ｙ
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４
－（ ａ－

３ｙ２
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）２＝ｘ１ｘ２，由此即得ｃ＝ｙ（ｙ

２－ａ）＝ｙｘ１ｘ２＝ｘ１（ａ－ｘ
２
１），即ｘ

３
１＋ｃ＝ａｘ１．对ｘ２，卡尔达诺首先证ａ－ｘ

２
２＝ａ－

（ｙ－ｘ１）
２＝２ｙｘ１－ｘ

２
１－（ｙ

２－ａ）＝２ｙｘ１－ｘ
２
１－ｘ１ｘ２＝２ｙｘ１－ｘ１ｙ＝ｙｘ１，由此即得 ｘ

３
２＋ｃ＝ｘ

３
２＋ｙｘ１ｘ２＝（ｘ

２
２＋ｙｘ１）ｘ２＝ａｘ２．分析

这个证明的思路可知，作图中平分ＨＫ和取ＨＬ都是为了构造 ｐ＝ＭＮ，显然卡尔达诺在证明之前已经知道法

则１３．１，但是他并未解释其推理过程，对此可如下分析．将ｘ３＋ｃ＝ａｘ和ｙ３＝ａｙ＋ｃ联立得ｘ３＋ｃ＋ｙ３＝ａｘ＋ａｙ＋ｃ，即

（ｘ＋ｙ）（ｘ２－ｘｙ＋ｙ２）＝ａ（ｘ＋ｙ），即ｘ２＋ｙ２－ａ＝ｙｘ，解得ｘ１，２＝
ｙ
２
± ａ－３（

ｙ
２
）

槡
２．

第２个证明的思路为：设ＡＤ＝ｘ１，ｘ
３
１＋ｃ＝ａｘ１，ＡＢ＝ｐ，ＥＦ＝ｑ，ｃ＝ｘ１ｐ

２，ＦＨ＝ｘ２，ａ＝ｘ
２
１＋ｐ

２＝ｑ２＋ｘ２２，（
ｘ１
２
＋ｘ２）

２＝

ｐ２＋（
ｘ１
２
）２，欲证ｘ３２＋ｃ＝ａｘ２，卡尔达诺先后得到ｐ

２＝ｘ１ｘ２＋ｘ
２
２＝（ｘ１＋ｘ２）ｘ２，ｑ

２＝ｘ１ｘ２＋ｘ
２
１＝（ｘ１＋ｘ２）ｘ１，ｘ２：ｘ１＝ｐ

２：ｑ２，

ｘ２ｑ
２＝ｘ１ｐ

２＝ｃ，ｘ３２＋ｃ＝ｘ
３
２＋ｘ２ｑ

２＝ｘ２（ｘ
２
２＋ｑ

２）＝ａｘ２．在这个证明中，最后一个假设显然是分析的结果，但卡尔达诺

未作解释，对此可如下分析．设ｙ３＝ａｙ＋ｃ的正根为ｙ，如前可得ｙ＝ｘ１＋ｘ２，ｘ
２
１＋ｙ

２－ａ＝ｙｘ１，代入可得ｘ
２
１＋（ｘ１＋ｘ２）

２

－ａ＝（ｘ１＋ｘ２）ｘ１，即ｘ
２
２＋ｘ１ｘ２＝ａ－ｘ

２
１＝ｐ

２，配方即得（
ｘ１
２
＋ｘ２）

２＝ｐ２＋（
ｘ１
２
）２＝ａ－

３ｘ２１
４
．
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３　结　论

由于在当时卡尔达诺没有使用数学符号，其证明过程主要是以文字叙述为主，显得冗长繁琐，此处的一

项主要工作是将其证明用现代数学语言加以论述，使得其证明过程简单明了，通俗易懂．另一方面，此处通

过对《大术》第１３章三次幂加上常数等于一次项方程法则的证明过程分析，说明了其构造性特点，总结了其

构造性思路．由此可得，虽然卡尔达诺的证明在形式上属于综合几何，但是卡尔达诺的关键假设其实是通过

分析得来的，因此其证明从本质上来说是构造性的证明．
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