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函数的一致连续性是数学分析中的一个重要概念，它在证明连续函数的可积性理论中有着重要应用，

如何判别函数的一致连续性是数学分析中的一个重要问题．常见的教材中给出判别函数的一致连续性方法
较少，这里主要讨论判别函数一致连续性的若干方法，并给出这些方法的一些具体应用．

引理１［１］　设区间Ｉ１的右端点为ｃ∈Ｉ１，区间Ｉ２的左端点也为ｃ∈Ｉ２（Ｉ１，Ｉ２可分别为有限或无限区间）．若
ｆ分别在Ｉ１和Ｉ２上一致连续，则ｆ在Ｉ＝Ｉ１∪Ｉ２上也一致连续．

定理１　设ｙ＝ｆ（ｘ）在（－∞，∞）上有定义且周期为Ｔ，若ｆ（ｘ）在［０，Ｔ］上连续，则ｆ（ｘ）在（－∞，∞）上一
致连续．

证明　因为ｆ（ｘ）在［０，Ｔ］上连续，故在［０，Ｔ］一致连续，所以对ε＞０，δ＞０，ｓ．ｔ．当 ｘ１，ｘ２∈［０，Ｔ］且
ｘ１－ｘ２ ＜δ时，有 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜ε，下证ｆ（ｘ）在［－Ｔ，０］上一致连续．设 ｘ３，ｘ４∈［－Ｔ，０］，满足 ｘ３－ｘ４ ＜δ，则
ｘ３＋Ｔ∈［０，Ｔ］，Ｘ４＋Ｔ∈［０，Ｔ］，且

（ｘ３＋Ｔ）（ｘ４＋Ｔ） ＜δ
从而有

ｆ（ｘ３）－ｆ（ｘ４）＝ ｆ（ｘ３＋Ｔ）－ｆ（ｘ４＋Ｔ） ＜ε

故ｆ（ｘ）在［－Ｔ，０］上一致连续．由引理１知，ｆ（ｘ）在［－Ｔ，Ｔ］上一致连续，因此对ε＞０，０＜δ＜
Ｔ
２
，对ｘ′，ｘ″∈

［－Ｔ，Ｔ］且 ｘ′－ｘ″＜δ时，有 ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＜ε．下证 ｆ（ｘ）在（－∞，∞）上一致连续：对ｘ１，ｘ２∈（－∞，∞），必

存在整数ｋ，ｓ．ｔ．ｘ１＋ｋＴ∈［
Ｔ
２
，
Ｔ
２
］，故当 ｘ１－ｘ２ ＜δ时，有ｘ２＋ｋＴ∈［－Ｔ，Ｔ］，从而

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ ｆ（ｘ１＋ｋＴ）－ｆ（ｘ２＋ｋＴ） ＜ε
即ｆ（ｘ）在（－∞，∞）上一致连续．

例１　证明函数ｆ１（ｘ）＝ｓｉｎｘ，ｆ２（ｘ）＝ｃｏｓｘ，ｆ３（ｘ）＝ｓｉｎｍｘ，ｆ４（ｘ）＝ｃｏｓｎｘ（ｍ，ｎ均为正整数）分别在（－∞，

∞）上一致连续．
证明　因为ｆ１（ｘ）＝ｓｉｎｘ，ｆ２（ｘ）＝ｃｏｓｘ均以 ２π为周期，且在［０，２π］上连续，从而由定理 １知 ｆ１（ｘ）＝



ｓｉｎｘ，ｆ２（ｘ）＝ｃｏｓｘ分别在（－∞，∞）上一致连续，同理可得ｆ３（ｘ）＝ｓｉｎｍｘ也在（－∞，∞）上一致连续．
定理２　设ｙ＝ｆ（ｕ）在区间 Ｉ１上一致连续，ｕ＝ｇ（ｘ）在 Ｉ２上一致连续，且 ｇ（Ｉ２）Ｉ１，则复合函数 ｙ＝

ｆｇ（ｘ）在Ｉ２上一致连续．
证明　因为 ｙ＝ｆ（ｕ）在 Ｉ１上一致连续，故对ε＞０，δ＞０，ｓ．ｔ．当 ｕ１，ｕ２∈Ｉ１且 ｕ１－ｕ２ ＜δ时，有

ｆ（ｕ１）－ｆ（ｕ２）＜ε，又因为ｕ＝ｇ（ｘ）在Ｉ２上一致连续，从而对上述δ＞０，δ′＞０，ｓ．ｔ．当ｘ１，ｘ２∈Ｉ２且 ｘ１－ｘ２ ＜δ′
时，有 ｕ１－ｕ２ ＜δ，即 ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）＜δ，故

ｆ（ｇ（ｘ１））－ｆ（ｇ（ｘ２）） ＜ε
所以ｙ＝ｆ°ｇ（ｘ）在Ｉ２上一致连续．

例２　证明函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ槡ｘ在［０，＋∞）上一致连续．

证明　因为ｆ（ｕ）＝ｓｉｎｕ在（－∞，∞）上一致连续，ｕ＝槡ｘ在［０，＋∞）上一致连续，从而由定理２知，函数

ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ槡ｘ在［０，＋∞）上一致连续．
注１　若ｙ＝ｆ（ｕ）在区间Ｉ１上一致连续，ｕ＝ｇ（ｘ）在Ｉ２上连续，且ｇ（Ｉ２）Ｉ１，则复合函数ｙ＝ｆ°ｇ（ｘ）在 Ｉ２

上未必一致连续．反例如下：
例３　函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ（ｘ２）在（－∞，＋∞）上不一致连续．
注２　若ｙ＝ｆ（ｕ）在区间Ｉ１上连续，ｕ＝ｇ（ｘ）在Ｉ２上一致连续，且ｇ（Ｉ２）Ｉ１，则复合函数ｙ＝ｆ°ｇ（ｘ）在 Ｉ２

上未必一致连续．反例如下：

例４　函数ｆ（ｘ）＝
１
ｘ
在（０，＋∞）上不一致连续．

定理３　设ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝ｇ（ｘ）均在有限的开区间（ａ，ｂ）上一致连续，则 ｙ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）也在（ａ，ｂ）上一致
连续．

证明　首先考察ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ及ｘ＝ｂ点的极限，由ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上一致连续知ｙ＝ｆ（ｘ）在ｕｏ＋（ａ）及

ｕｏ（ｂ）满足Ｃａｕｃｈｙ收敛准则的条件，从而ｙ＝ｆ（ｘ）在ａ点的右极限及ｂ点的左极限存在，令

Ｆ（ｘ）＝

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）， ｘ＝ａ

ｆ（ｘ）， ａ＜ｘ＜ｂ
ｌｉｍ
ｘ→ｂ
ｆ（ｘ）， ｘ＝ｂ











则Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续．同理可得ｇ（ｘ）在ａ点的右极限及ｂ点的左极限均存在．令

Ｇ（ｘ）＝

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｇ（ｘ）， ｘ＝ａ

ｇ（ｘ）， ａ＜ｘ＜ｂ
ｌｉｍ
ｘ→ｂ
ｇ（ｘ）， ｘ＝ｂ











则Ｇ（ｘ）也在［ａ，ｂ］上连续，因而Ｆ（ｘ）Ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，从而有Ｃａｎｔｏｒ定理知，Ｆ（ｘ）Ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一
致连续．所以ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）在（ａ，ｂ）上一致连续．

注：若（ａ，ｂ）改成无穷区间，则命题未必成立．反例如下：
例５　ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｘ在（－∞，∞）均一致连续，但ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）＝ｘ２在（－∞，∞）上不一致连续．
定理４　若ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均在（－∞，∞）上一致连续且有界，则ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）在（－∞，∞）上一致连续．
证明　由ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均在（－∞，∞）上有界知Ｍ＞０，ｓ．ｔ．ｆ（ｘ）≤Ｍ，Ｇ（ｘ）≤Ｍ．又因为 ｆ（ｘ）在（－∞，

∞）上一致连续，故对ε＞０，δ＞０，ｓ．ｔ．当 ｘ１－ｘ２ ＜δ１时，有 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜
ε
２Ｍ
，δ２＞０，ｓ．ｔ．当 ｘ３－ｘ４ ＜δ２

时，有 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜
ε
２Ｍ
，令δ＝ｍｉｎδ１，δ２{ }，则当 ｘ１－ｘ２ ＜δ时，有
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ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）ｇ（ｘ２）≤

ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ１）－ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ２）＋ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ２）－ｆ（ｘ２）ｇ（ｘ１）≤

ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ１）－ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ２）＋ ｆ（ｘ１）ｇ（ｘ２）－ｆ（ｘ２）ｇ（ｘ２）≤

ｆ（ｘ１） ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）＋ ｇ（ｘ２） ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤

Ｍ· ε
２Ｍ
＋Ｍ· ε

２Ｍ
＝ε

　　例６　证明函数ｆ１（ｘ）＝ｓｉｎ
ｍｘ，ｆ４（ｘ）＝ｃｏｓ

ｎｘ（ｍ，ｎ均为正整数）分别在（－∞，∞）上一致连续．
证明　由定理４显然．
定理５　设ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞）上连续，且ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）存在，则ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞）上一致连续．

证明　因为ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）存在，所以对ε＞０，Ｍ＞０，ｓ．ｔ．当 ｘ１＞Ｍ，ｘ２＞Ｍ时有 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜ε，又因为ｆ（ｘ）

在［ａ，＋∞）上连续，所以ｆ（ｘ）在［ａ，Ｍ＋１］上连续，从而由 Ｃａｎｔｏｒ定理知，ｆ（ｘ）在［ａ，Ｍ＋１］上一致连续，故对
上述ε＞０，δ＞０，（δ＜１）ｓ．ｔ，ｘ′∈［ａ，Ｍ＋１］，ｘ″∈［ａ，Ｍ＋１］且 ｘ′－ｘ″＜δ时有 ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＜ε，因此对ｘ３，ｘ４
∈［ａ，＋∞）且 ｘ３－ｘ４ ＜δ时，必满足下列条件之一：

（ａ）ｘ３＞Ｍ，ｘ４＞Ｍ．
（ｂ）ｘ３∈［ａ，Ｍ＋１］，ｘ４∈［ａ，Ｍ＋１］且 ｘ３－ｘ４ ＜δ．

从而有 ｆ（ｘ３）－ｆ（ｘ４）＜ε，故ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞）上一致连续．
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