
第３０卷第７期
Ｖｏｌ３０　ＮＯ．７

　　　　　　　　
重庆工商大学学报（自然科学版）

ＪＣｈｏｎｇｑｉｎｇＴｅｃｈｎｏｌＢｕｓｉｎｅｓｓＵｎｉｖ（ＮａｔＳｃｉＥｄ）
　 　　　　　　　

２０１３年７月
Ｊｕｌ．２０１３

　　文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１３）０７－００２４－０４

破产概率更新方程的新推导方法

韩　雷
（重庆大学 数学与统计学院，重庆 ４０１３３１）

　　收稿日期：２０１３－０３－２１；修回日期：２０１３－０４－０７．

　　作者简介：韩雷（１９８８），男，安徽利辛人，硕士研究生，从事破产概率研究．

　　摘　要：更新方程是得到破产概率的核心等式，通常是对盈余过程和破产概率的数学解析而得到。考
虑经典风险和常利率风险两种模型，给出更新方程的新的推导方法：破产前瞬时盈余瑕疵密度正则化后即

为破产概率；当索赔为指数分布时，研究了破产赤字和破产前瞬时盈余瑕疵密度正则化后的独立性。
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许多学者深入研究了经典风险模型和常利率风险模型，并提出了更符合实际情况的扩展模型。

Ｄｕｆｒｅｓｎｅ和Ｇｅｒｂｅｒ（１９９１）［１］研究了经典风险模型存在随机扰动因素的情况，而随机扰动因子可以理解为保
费收入和未来投资环境等不确定的变化。Ｃａｉ和 Ｙａｎｇ（２００５）［２］研究了带利率下随机扰动复合泊松风险模
型。ＥｓｔｈｅｒＦｒｏｓｔｉｇ（２０１０）［３］研究了带红利的风险模型。

近些年，许多学者越来越关注破产前的情况。破产赤字和破产前瞬时盈余的研究使破产概率富含更多

的保险意义，而ＥＤＰ函数（ｅｘｐｅｃｔｅｄｄｉｓｃｏｕｎｔｐｅｎａｌｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ）更成为风险理论炙手可热的研究方向。Ｄｉｃｋｓｏｎ
（１９９２）［４］研究了破产赤字及破产前瞬时盈余的密度函数，给出了Ｄｉｃｋｓｏｎ公式。Ｇｅｒｂｅｒ和Ｌａｎｄｒｙ（１９９８）［５］，
Ｇｅｒｂｅｒ和Ｓｈｉｕ（１９９８）［６］首次介绍和研究了ＥＤＰ函数，并给出常利率下的Ｄｉｃｋｓｏｎ公式。

更新方程是研究风险理论的核心等式。破产概率满足更新方程，具体可参考《风险理论》［７］。Ｇｅｒｂｅｒ和
Ｓｈｉｕ（１９９８）在文章“ＯｎｔｈｅＴｉｍｅＶａｌｕｅｏｆＲｕｉｎ”中得到ＥＤＰ函数也满足瑕疵的更新方程。但文章中定义的
破产函数的密度均具有瑕疵性，破产赤字和破产前瞬时盈余分布关系都是值得考虑的问题。而后的许多文

章从更新方程的角度出发，利用不同的数学理论技巧对此进行了大量的研究。Ｈ．Ｓｃｈｍｉｄｌｉ（２０１０）［８］对 ＥＤＰ
函数测度变换，Ａｌｂｒｅｃｈｅｒ［９］采用代数算子方法。

在Ｇｅｒｂｅｒ和Ｓｈｉｕ（１９９８）得到的结果基础上，从破产赤字和破产瞬时盈余的角度，研究经典和常利率风
险模型破产概率满足的更新方程。

１　模型介绍和相关引理

设保险公司在时刻ｔ≥０的盈余为Ｕ（ｔ），如下式：

Ｕ（ｔ）＝ｕ＋ｃｔ－
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｘｋ，ｔ＞０ （１）

其中ｕ≥０表示保险公司的初始资产，为常数；ｃ＞０是单位时间保费收入（保费率）；Ｘｋ（ｋ≥１）表示第ｋ次索赔
额，Ｎ（ｔ）则表示到时刻ｔ发生的索赔次数。



设｛Ｘｋ：ｋ≥１｝是恒正的，独立同分布的随机变量序列。记：
Ｐ（ｘ）＝Ｐｒ（Ｘ１≤ｘ），ｘ≥０

ｐ１＝Ｅ［Ｘ１］＝∫
!

０
［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ；

论文假设索赔的分布函数可微：

Ｐ′（ｘ）＝ｐ（ｘ）
｛Ｎ（ｔ）：ｔ≥０｝是以λ（λ＞０）为参数的Ｐｏｉｓｓｏｎ过程；｛Ｘｋ：ｋ≥１｝与｛Ｎ（ｔ）：ｔ≥０｝相互独立。ｃ＝（１＋θ）λｐ１，其中

θ＞０，称为相对安全负载。
定理１．１　经典风险模型破产概率满足：

ψ（０）＝
１
１＋θ

＝λ
ｃ∫

!

０

［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＝λ
ｃ
ｐ１ （２）

ψ（ｕ）＝
λ
ｃ∫

!

ｕ
［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＋λ

ｃ∫
ｕ

０
ψ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ （３）

索赔额变量服从均值为１／α的指数分布时，则破产概率为：

ψ（ｕ）＝
１
１＋θ

ｅ－
αθ
１＋θｕ，ｕ≥０ （４）

　　记ｆ（ｘ，ｙ，ｔｕ）为破产赤字Ｕ（Ｔ－），破产前瞬时盈余 Ｕ（Ｔ）和破产时刻 Ｔ瑕疵联合密度函数，其中 Ｕ
（０）＝ｕ≥０。则：

∫
!

０
∫
!

０
∫
!

０

ｆ（ｘ，ｙ，ｔｕ）ｄｘｄｙｄｔ＝Ｐｒ［Ｔ＜
!

Ｕ（０）＝ｕ］＝ψ（ｕ） （５）

利用条件概率公式进行简单的变换可得到：

引理１．１　破产赤字和破产前瞬时盈余的联合密度函数满足等式：
ｆ（ｘ，ｙｕ）＝ｆ（ｘｕ）ｐ（ｘ＋ｙ）／［１－Ｐ（ｘ）］ （６）

　　引理１．２　经典风险过程破产赤字的密度函数为（Ｄｉｃｋｓｏｎ’ｓ公式）：

ｆ（ｘ｜ｕ）＝
ｆ（ｘ｜０）

１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

，ｘ＞ｕ≥０

ｆ（ｘ｜０）ψ
（ｕ－ｘ）－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

，０＜ｘ≤ｕ











其中

ｆ（ｘ０）＝λｃ－１［１－Ｐ（ｘ）］，ｘ＞０。 （７）
　　常利率风险过程破产赤字的密度函数为（推广的Ｄｉｃｋｓｏｎ’ｓ公式）

ｆ（ｘｕ）＝
ｆ（ｘ０）

ｅρｕ－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

，ｘ＞ｕ≥０

ｆ（ｘ０）
ｅρｘψ（ｕ－ｘ）－ψ（ｕ）

１－ψ（０）
，０＜ｘ≤ｕ











其中

ｆ（ｘ０）＝λｃ－１ｅ－ρｘ［１－Ｐ（ｘ）］，ｘ＞０ （８）

２　更新方程新的推导方法

破产赤字Ｕ（Ｔ－）和破产前瞬时盈余 Ｕ（Ｔ）的关系在许多文章中并没有被充分考虑，为此给出下述
定理。
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定理２．１　索赔为指数分布时，破产赤字Ｕ（Ｔ－）和破产前瞬时盈余 Ｕ（Ｔ）的瑕疵密度函数归一化后是
相互独立的。

证明　定理等价于：

ψ（ｕ）ｆ（ｘ，ｙｕ）＝ｆ（ｘｕ）ｇ（ｙｕ） （９）
将等式（５）代入可知：

ψ（ｕ）ｐ（ｘ＋ｙ）／［１－Ｐ（ｘ）］＝ｇ（ｙｕ） （１０）
利用文献［６］的结果，可以验证上式成立。证毕。

在等式（１０）的基础上给出经典风险过程破产概率满足更新方程式的新推导方法。
证明　注意到等式（１０）的右端为 Ｕ（Ｔ）的概率密度函数，也可由破产前瞬时盈余 Ｕ（Ｔ－）和破产赤字

Ｕ（Ｔ）联合密度函数ｆ（ｘ，ｙｕ）对ｘ在０到无穷大上的积分求出，由Ｄｉｃｋｓｏｎ公式和（６）可得：

ｇ（ｙｕ）＝∫
!

０
ｆ（ｘ，ｙｕ）ｄｘ＝

１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）∫

!

ｕ

ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ＋
１

１－ψ（０）∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－ψ（ｕ）］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ

　　将等式右端第二项减１和加１后与第一项合并可得：

ｇ（ｙｕ）＝
１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）∫

!

０

ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ＋
１

１－ψ（０）∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ＝

１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

ｇ（ｙ０）＋
１

１－ψ（０）∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ （１１）

　　将式（９）代入式（１０）中，并在等式两端对ｙ在０到正无穷大积分可得：

ψ（ｕ）
１－Ｐ（ｘ）∫

!

０

ｐ（ｘ＋ｙ）ｄｙ＝
１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）∫

!

０

ｇ（ｙ０）ｄｙ＋
１

１－ψ（０）∫
!

０
∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘｄｙ

由

∫
!

０

ｐ（ｘ＋ｙ）ｄｙ＝［１－Ｐ（ｘ）］

且ｇ（ｙ０）是初始盈余为０时 Ｕ（Ｔ）的概率密度函数，在全空间［０，
!

）上积分为ψ（０）可得：

ψ（ｕ）＝
１－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

＋ １
１－ψ（０）∫

!

０
∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘｄｙ，

　　等式两端同乘以１－ψ（０），化简得：

ψ（ｕ）－ψ（０）＝∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］ｆ（ｘ０）ｄｘ

　　将等式（７）代入可得：

ψ（ｕ）－ψ（０）＝
λ
ｃ∫
ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－１］［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ

　　注意到（２）则上式化简可得：

ψ（ｕ）＝
λ
ｃ∫

!

ｕ
［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＋λ

ｃ∫
ｕ

０
ψ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ

证毕。

从破产赤字Ｕ（Ｔ－），破产前瞬时盈余 Ｕ（Ｔ）和破产时刻Ｔ瑕疵联合密度函数定义（５）可以看出，破产
前瞬时盈余瑕疵密度的正则化即为破产概率，由此给出常利率风险模型破产概率满足的更新方程。
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定理２．２　常利率风险模型的破产概率满足如下更新方程：

ψ（ｕ）＝
λ
ｃ∫

!

ｕ
ｅρ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＋λ

ｃ∫
ｕ

０
ψ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ （１２）

其中ρ为常利率。
证明　同理由推广的Ｄｉｃｋｓｏｎ公式和等式（６）可知：

ｇ（ｙｕ）＝∫
!

０

ｆ（ｘ，ｙｕ）ｄｘ＝

ｅρｕ－ψ（ｕ）
１－ψ（０）∫

!

ｕ

ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ＋
１

１－ψ（０）∫
ｕ

０

ｅρｘ［ψ（ｕ－ｘ）－ψ（ｕ）］ｆ（ｘ，ｙ０）ｄｘ

注意到等式（８），将其带入到式（１０）中并在等式两端对ｙ在０到正无穷大积分可得：

ψ（ｕ）＝
λ
ｃ∫
ｕ

０

ｅ－ρｘ［１－Ｐ（ｘ）］
ｅρｘψ（ｕ－ｘ）－ψ（ｕ）

１－ψ（０）
ｄｘ＋λ

ｃ∫
!

ｕ

ｅ－ρｘ［１－Ｐ（ｘ）］
ｅρｕ－ψ（ｕ）
１－ψ（０）

ｄｘ＝

λ
ｃ（１－ψ（０））∫

ｕ

０

［ψ（ｕ－ｘ）－ｅ－ρｘψ（ｕ）］［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＋∫
!

ｕ

［ｅρ（ｕ－ｘ）－ｅ－ρｘψ（ｕ）］［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ{ } ＝
λ

ｃ（１－ψ（０））∫
ｕ

０

ψ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］＋∫
!

ｕ

ｅρ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ－∫
!

０

ｅ－ρｘψ（ｕ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ{ }
　　由常利率风险模型在初始盈余进为０的破产概率为：

ψ（０）＝
λ
ｃ∫

!

０

ｅ－ρｘ［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ

　　可得到：

ψ（ｕ）＝
λ
ｃ∫

!

ｕ
ｅρ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ＋λ

ｃ∫
ｕ

０
ψ（ｕ－ｘ）［１－Ｐ（ｘ）］ｄｘ

证毕。
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