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１　引言与基础知识

考虑线性模型

Ｙ＝Ｘβ＋ε （１）

其中Ｘｎ×ｐ是已知的列满秩设计矩阵，Ｙｎ×１为观测向量，βｎ×１为未知参数向量，εｎ×１为随机误差向量，并且Ｅ（ε）＝

０，Ｃｏｖ（ε）＝σ２Ｉｎ，Ｉｎ是一个ｎ×ｎ阶的单位矩阵．根据ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ定理，模型（１）的回归系数β的最小二乘估
计（ＬＳＥ）：

β^ＬＳＥ＝（Ｘ
ＴＸ）－１ＸＴＹ （２）

具有很多优良的性质，它是线性无偏估计中方差最小的．但当模型（１）存在复共线性时，即设计矩阵 Ｘ呈病
态时，ＬＳＥ估计 β^ＬＳＥ变得极不稳定，并且经常给出有误导性的信息．为了克服复共线性，一些学者提出了很多

估计方法，其中很重要的一类估计就是有偏估计．
Ｈｏｅｒｌ和Ｋｅｎｎａｒｄ（１９７０）［２］提出了岭估计（ＲＥ）：

β^ＲＥ（ｋ）＝（Ｘ
ＴＸ＋ｋＩ）－１ＸＴＹ （３）

其中ｋ≥０是有偏参数．
Ｌｉｕ（１９９３）结合Ｓｔｅｉｎ［３］估计和岭估计，提出Ｌｉｕ估计（ＬＥ）：

β^ＬＥ（ｄ）＝（Ｘ
ＴＸ＋Ｉ）－１（ＸＴＹ＋ｄＩ）^βＬＳＥ （４）

其中０＜ｄ＜１是有偏参数．

考虑先验信息，Ｓｗｉｎｄｅｌ（１９７６）［４］提出了一种修正的岭估计（ＭＲＥ）：

β^ＭＲＥ（ｋ，ｂ０）＝（Ｘ
ＴＸ＋ｋＩ）－１（ＸＴＹ＋ｋｂ０） （５）

其中ｂ０是给定的非随机的向量，被选择过来代表的就是关于 β的先验信息．很显然，当 ｋ趋近于无穷大时，

ＭＲＥ趋近于ｂ０；特别是当ｋ＝０时，ＭＲＥ就是ＬＳＥ．

同样考虑先验信息，Ｌｉ和Ｙａｎｇ（２０１２）［５］提出了一种新的Ｌｉｕ类估计，即修正的Ｌｉｕ估计（ＭＬＥ）：



β^ＭＬＥ（ｄ，ｂ０）＝（Ｘ
ＴＸ＋Ｉ）－１［（ＸＴＹ＋ｄＩ）^βＬＳＥ＋（１－ｄ）ｂ０］ （６）

很容易看到，^βＭＬＥ（１，ｂ０）＝β^ＬＳＥ，^βＭＬＥ（０，ｂ０）＝（Ｘ
ＴＸ＋Ｉ）－１（ＸＴＹ＋ｂ０）以及 β^ＭＬＥ（ｄ，０）＝β^ＬＥ（ｄ）．正如 Ｓｗｉｎｄｅｌ

（１９７６）所指出的那样，在运用中考虑先验信息并且检验此时的回归系数的估计会更加的有用和合理．
同时，研究者不仅要在ＬＳＥ和有偏估计之间进行选择，还要在两个有偏估计之间进行选择．很显然，有偏

估计之间的比较不管是理论上还是在实际应用中都是很有用的，一些学者已经比较了一些有偏估计．
Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ（２００１）比较了ＲＥ，ＬＥ和迭代估计（当出现复共线性时，对 ＬＳＥ采用迭代的方法构造出的估计）；
Ａｋｄｅｎｉｚ和Ｅｒｏｌ（２００３）在均方误差矩阵准则下比较了几乎无偏广义岭估计和几乎无偏 Ｌｉｕ估计；Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ
等（２００８）获得了一种新的有偏估计，并且与ＬＳＥ，Ｌｉｕ估计，两类Ｌｉｕ估计进行了对比；Ｌｉ和Ｙａｎｇ（２０１２）提出
了一种修正的Ｌｉｕ估计（ＭＬＥ），并且在均方误差矩阵准则下比较了ＭＬＥ，ＬＳＥ，ＬＥ，ＲＥ，ＭＲＥ．

此处考虑先验信息，借助于文献的方法，提出了一种新的两参数估计（ＭＴＰＥ），并且在均方误差矩阵准
则下把其与ＬＥ，ＲＥ，ＭＲＥ和ＭＬＥ分别进行比较，讨论新估计的优良性．

２　基本引理

引理１　假定矩阵Ｍ正定，即Ｍ＞０．α为任意给定向量，则
Ｍ－ααＴ ＞０αＴＭ－１α＜１

　　证明　见文献［１］．
引理２　假定 β^１＝Ａ１Ｙ，^β２＝Ａ２Ｙ是参数β的两个估计，设Ｄ＝（Ａ１Ａ

Ｔ
１－Ａ２Ａ

Ｔ
２）＞０．则

Δ（^β１，^β２）＝ＭＳＥＭ（^β１）－ＭＳＥＭ（^β２）＝σ
２Ｄ＋ｂ１ｂ

Ｔ
１－ｂ２ｂ

Ｔ
２ ＞０ （７）

当且仅当

ｂＴ２［σ
２Ｄ＋ｂ１ｂ

Ｔ
１］ｂ２ ＜１ （８）

其中，ＭＳＥＭ（^βｉ）＝Ｃｏｖ（^βｉ）＋ｂｉｂ
Ｔ
ｉ，ｂｉ＝Ｂｉａｓ（^βｉ）＝（ＡｉＸ－Ｉ）β，ｉ＝１，２．

证明　见文献［６］．

３　新估计的提出及其性质

假定Ｔｋ＝（Ｘ
ＴＸ＋ｋＩ）－１ＸＴＸ＝Ｉ－ｋ（ＸＴＸ＋ｋＩ）－１，此时可以将ＭＲＥ（５）改写为

β^ＭＲＥ（ｋ，ｂ０）＝（Ｘ
ＴＸ＋ｋＩ）－１ＸＴＹ＋ｋ（ＸＴＸ＋ｋＩ）－１ｂ０＝

Ｔｋ^βＬＳＥ＋（Ｉ－Ｔｋ）ｂ０ （９）

　　同样假定Ｆｄ＝（Ｘ
ＴＸ＋Ｉ）－１（ＸＴＸ＋ｄＩ）＝Ｉ－（１－ｄ）（ＸＴＸ＋Ｉ）－１，此时可以将ＭＬＥ（６）改写为

β^ＭＬＥ（ｄ，ｂ０）＝Ｆｄ^βＬＳＥ＋（Ｉ－Ｆｄ）ｂ０＝

（ＸＴＸ＋Ｉ）－１（ＸＴＸ＋ｄＩ）^βＬＳＥ＋（１－ｄ）（Ｘ
ＴＸ＋Ｉ）－１ｂ０＝

（ＸＴＸ＋Ｉ）－１［（ＸＴＸ＋ｄＩ）^βＬＳＥ＋（１－ｄ）ｂ０］ （１０）
　　从上面可以看出，ＭＲＥ实际上是先验信息和ＬＳＥ的凸组合，而ＭＬＥ是先验信息和ＭＬＥ的凸组合．现在
假定Ｆｋ，ｄ＝（Ｘ

ＴＸ＋Ｉ）－１［ＸＴＸ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（ＸＴＸ＋ｋＩ）－１ＸＴＸ，于是类似地考虑得到了所要考虑的新估计，即修正的
两参数估计（ＭＴＰＥ）：

β^ＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０）＝Ｆｋ，ｄ^βＬＳＥ＋（Ｉ－Ｆｋ，ｄ）ｂ０ （１１）

下面讨论新估计 β^ＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０）的几个性质：

性质１　若ｄ＋ｋ＝１，则 β^ＭＴＰＥ（ｋ，ｋ－１，ｂ０）＝β^ＭＲＥ（ｋ，ｂ０）．
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性质２　若ｋ＝０，则 β^ＭＴＰＥ（０，ｄ，ｂ０）＝β^ＭＬＥ（ｄ，ｂ０）．

性质３　只要ｋ≠０且ｄ＋ｋ≠１，那么 β^ＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０）都是有偏估计．

证明　从新估计 β^ＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０）的定义中就可以很容易的得到性１、性质２、性质３．

４　均方误差矩阵准则下ＭＴＰＥ与ＭＲＥ及ＭＬＥ的性能比较

现在把模型（１）写成典型的形式
Ｙ＝Ｚα＋ε （１２）

其中，Ｚ＝ＸＱ，α＝ＱＴβ且Ｑ是正交矩阵，它的列向量构成了矩阵ＸＴＸ的特征向量．那么
ＺＴＺ＝ＱＴＸＴＸＱ＝Λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｐ） （１３）

其中，λ１≥λ２≥…≥λｐ＞０是Ｘ
ＴＸ的有序特征值．对于模型（１２），可以得到下面的表达式

α^ＬＳＥ＝Λ
－１ＺＴＹ （１４）

α^ＭＲＥ（ｋ，ｂ）＝（Λ＋ｋＩ）
－１（ＺＴＹ＋ｋｂ） （１５）

α^ＭＬＥ（ｄ，ｂ）＝（Λ＋Ｉ）
－１［（Λ＋ｄＩ）Λ－１ＺＴＹ＋（１－ｄ）ｂ］ （１６）

α^ＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０）＝（Λ＋Ｉ）
－１［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１ＺＴＹ＋

｛Ｉ－（Λ＋Ｉ）－１［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１Λ｝ｂ （１７）
其中，ｂ＝ＱＴｂ０．

由式（１５）－（１７），根据偏差向量、协方差矩阵和均方误差矩阵的定义，经简单计算可知，ＭＴＰＥ的偏差向
量和协方差矩阵为

Ｂ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０））＝Ａｋ，ｄα＋（Ｉ－Ａｋ，ｄ）ｂ－α＝（Ａｋ，ｄ－Ｉ）（α－ｂ）＝ｂ１ （１８）

Ｃｏｃ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ０））＝σ
２Ａｋ，ｄΛ

－１ＡＴｋ，ｄ （１９）

其中，Ａｋ，ｄ＝（Λ＋Ｉ）
－１［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１Λ．

通过式子（１８）和（１９），可以得到
ＭＳＥＭ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ））＝σ

２Ａｋ，ｄΛ
－１ＡＴｋ，ｄ＋ｂ１ｂ

Ｔ
１ （２０）

　　ＭＬＥ的偏差向量和协方差矩阵为
Ｂ（^αＭＬＥ（ｄ，ｂ））＝Ａｄα＋（Ｉ－Ａｄ）ｂ－α＝（Ａｄ－Ｉ）（α－ｂ）＝ｂ２ （２１）

Ｃｏｖ（^αＭＬＥ（ｄ，ｂ））＝σ
２ＡｄΛ

－１ＡＴｄ （２２）

其中，Ａｄ＝（Λ＋Ｉ）
－１（Λ＋ｄＩ）．

通过式子（２１）和（２２），可以得到
ＭＳＥＭ（^αＭＬＥ（ｄ，ｂ））＝σ

２ＡｄΛ
－１ＡＴｄ＋ｂ２ｂ

Ｔ
２ （２３）

ＭＲＥ的的偏差向量和协方差矩阵为
Ｂ（^αＭＲＥ（ｋ，ｂ））＝Ａｋα＋（Ｉ－Ａｋ）ｂ－α＝（Ａｋ－Ｉ）（α－ｂ）＝ｂ３ （２４）

Ｃｏｖ（^αＭＲＥ（ｄ，ｂ））＝σ
２ＡｋΛ

－１ＡＴｋ （２５）

其中，Ａｋ＝（Λ＋ｋＩ）
－１Λ．

通过式子（２４）和（２５），可以得到
ＭＳＥＭ（^αＭＲＥ（ｄ，ｂ））＝σ

２ＡｋΛ
－１ＡＴｋ＋ｂ３ｂ

Ｔ
３ （２６）

现在考虑如下差分：

Δ１＝ＭＳＥＭ（^αＭＬＥ（ｄ，ｂ））－ＭＳＥＭ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ））＝σ
２Ｄ１＋ｂ２ｂ

Ｔ
２－ｂ１ｂ

Ｔ
１ （２７）

Δ２＝ＭＳＥＭ（^αＭＲＥ（ｄ，ｂ））－ＭＳＥＭ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ））＝σ
２Ｄ２＋ｂ３ｂ

Ｔ
３－ｂ１ｂ

Ｔ
１ （２８）
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其中，

Ｄ１＝σ
２ＡｄΛ

－１ＡＴｄ－σ
２Ａｋ，ｄΛ

－１ＡＴｋ，ｄ＝

σ２（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｄＩ）Λ－１（Λ＋ｄＩ）（Λ＋Ｉ）－１－σ２（Λ＋Ｉ）－１

［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１ΛΛ－１Λ（Λ＋ｋＩ）－１［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋Ｉ）－１＝

σ２（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｄＩ）Λ－１（Λ＋ｄＩ）（Λ＋Ｉ）－１－σ２（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｋＩ）－１

［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］ΛΛ－１Λ［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１（Λ＋Ｉ）－１＝

σ２（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｋＩ）－１［２ｋｄΛ２＋２ｋｄ（ｋ＋ｄ）Λ＋ｋ２ｄ２Ｉ］Λ－１（Λ＋ｋＩ）－１（Λ＋Ｉ）－１ （２９）

Ｄ２＝σ
２ＡｋΛ

－１ＡＴｋ－σ
２Ａｋ，ｄΛ

－１ＡＴｋ，ｄ＝

σ２（Λ＋ｋＩ）－１ΛΛ－１Λ（Λ＋ｋＩ）－１－σ２（Λ＋Ｉ）－１

［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋ｋＩ）－１ΛΛ－１Λ（Λ＋ｋＩ）－１［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋Ｉ）－１＝

σ２（Λ＋ｋＩ）－１ΛΛ－１Λ（Λ＋ｋＩ）－１－σ２（Λ＋ｋＩ）－１（Λ＋Ｉ）－１

［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］ΛΛ－１Λ［Λ＋（ｄ＋ｋ）Ｉ］（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｋＩ）－１＝

σ２（Λ＋ｋＩ）－１（Λ＋Ｉ）－１｛２（１－ｄ－ｋ）Λ２＋［１－（ｄ＋ｋ）２］Λ｝（Λ＋Ｉ）－１（Λ＋ｋＩ）－１ （３０）
下面给出在均方误差矩阵准则下，^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ）优于 α^ＭＬＥ（ｄ，ｂ）与 α^ＭＲＥ（ｄ，ｂ）的充要条件．

定理１　在均方误差矩阵准则下，^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ）优于 α^ＭＬＥ（ｄ，ｂ）的充要条件为

ＭＳＥＭ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ））≤ＭＳＥＭ（^αＭＬＥ（ｄ，ｂ））ｂ
Ｔ
１Ｄ

－１
１ｂ１≤１

　　证明　因为ｋ＞０和ｄ＞０，并且Λ是正交矩阵，所以从式（２９）可知，Ｄ１＞０．由引理２，从式（２７）可知，

Δ１≥０ｂ
Ｔ
１Ｄ

－１
１ｂ１≤１

故定理１得证．
定理２　若ｋ＞０，ｄ＞０且ｋ＋ｄ≤１时，则在均方误差矩阵准则下，^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ）优于 α^ＭＲＥ（ｄ，ｂ）的充要条

件为

ＭＳＥＭ（^αＭＴＰＥ（ｋ，ｄ，ｂ））≤ＭＳＥＭ（^αＭＲＥ（ｄ，ｂ））ｂ
Ｔ
１Ｄ

－１
２ｂ１≤１

　　证明　因为ｋ＞０，ｄ＞０且 ｋ＋ｄ≤１，并且 Λ是正交矩阵，所以从式（３０）可知，Ｄ２＞０．由引理 ２，从式（２８）
可知，

Δ２≥０ｂ
Ｔ
１Ｄ

－１
２ｂ１≤１

故定理２得证．
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