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近年来，向量优化理论与应用研究越来越受到广大学者的关注和重视。有效解是向量优化问题中的一

个重要概念，关于有效解的研究也取得了一些成果，见文献［１３］。随着研究的进一步发展，向量优化问题

的近似解的概念被提出来。其中，拟有效解是向量优化近似解的一个重要的概念。Ｇｕｐｔｉａ等人在文献［４］

中利用近似凸函数，给出了非光滑向量优化问题的拟有效解的最优性条件。Ｂｈａｔｉａ等人在文献［５］中提出了

几类新的广义近似凸函数的概念并举例验证了这几类广义近似凸函数的存在性，同时建立了向量优化问题

的拟有效解的充分最优性条件。在文献［４５］的基础上，利用距离函数给出了四类新的广义近似凸函数的

概念并建立了向量优化问题的局部拟有效解和局部有效解的充分最优性条件。

１　预备知识

设Γ是实拓扑向量空间，Ｒｐ是Ｐ维欧几里得空间，Ｒｐ＋是 Ｒｐ的非负序锥。对任意 ｘ，ｙ∈Ｒｐ，定义下面的

序关系：

ｘ＜ｙｘ－ｙ∈－ｉｎｔＲｐ＋；ｘ≤ｙｘ－ｙ∈－Ｒｐ＋＼｛０｝；ｘｙｘ－ｙ∈－Ｒｐ＋。

　　考虑下面的向量优化问题：

（ＶＰ）Ｍｉｎｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｐ（ｘ））

ｓ．ｔ．
ｇｊ（ｘ）０，ｊ＝１，２，…，ｑ

ｘ∈ＸΓ{
其中ｆ：Ｘ→Ｒｐ，ｇ：Ｘ→Ｒｑ。令Ｓ＝｛ｘ∈Ｘ：ｇｊ０，ｊ＝１，２，…，ｑ｝是ＶＰ的可行集。

定义１　称ｘ０∈Ｓ是ＶＰ的有效解，如果对任意ｘ∈Ｓ，ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）－Ｒ
ｐ
＋＼｛０｝。

定义２　称ｘ０∈Ｓ是ＶＰ局部有效解，如果存在ｘ０的邻域Ｕ，使得对任意ｘ∈Ｓ∩Ｕ，ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）－Ｒ
ｐ
＋＼｛０｝。



定义３　称ｘ０∈Ｓ是ＶＰ的拟有效解，如果存在α∈ｉｎｔＲ
ｐ
＋，对任意ｘ∈Ｓ，ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）＋αｄ（ｘ，ｘ０）－Ｒ

ｐ
＋＼｛０｝。

定义４　称ｘ０∈Ｓ是ＶＰ的局部拟有效解，如果存在α∈ｉｎｔＲ
ｐ
＋，存在ｘ０的邻域Ｕ，使得对任意ｘ∈Ｓ∩Ｕ，ｆ

（ｘ）－ｆ（ｘ０）＋αｄ（ｘ，ｘ０）－Ｒ
ｐ
＋＼｛０｝。

定义５［６］　称函数ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，如果存在正常数Ｌ和ｘ０的邻域Ｕ，使得对任意

ｘ１，ｘ２∈Ｕ，ｄ（ψ（ｘ１），ψ（ｘ２））≤Ｌｄ（ｘ１，ｘ２）。

定义６［６］　令ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，则 ψ在 ｘ０沿方向 ｖ∈Γ的 Ｃｌａｒｋｅ广义方向导数为

ψ０（ｘ０；ｖ）＝ｌｉｍ
λ→０＋
ｓｕｐ
ｙ→ｘ０

ψ（ｙ＋λｖ）－ψ（ｙ）
λ

。

定义７［６］　函数ψ在ｘ０∈Ｘ的Ｃｌａｒｋｅ次微分，记为ψ（ｘ０），定义为ψ（ｘ０）＝｛ξ∈Γ：ψ
０（ｘ０；ｖ）≥［ξ，ｖ］，

ｖ∈Γ｝。

下面给出ＶＰ的拟有效解的一个必要最优性条件。

定理１　设ｘ０∈Ｓ是ＶＰ的拟有效解，令ｇ（ｘ）在ｘ０处满足一定的约束规格或者正则性条件。进一步地，

设ｆｉ，ｉ＝１，２，……，ｐ和ｇｊ，ｊ＝１，２，……，ｑ在ｘ０是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，则存在α∈ｉｎｔ（Ｒ
ｐ
＋），λ∈Ｒｐ＋和ｕ∈Ｒｑ＋使得：

０∈（
ｐ

ｉ＝１
λｉｆｉ（ｘ０））＋（

ｑ

ｊ＝１
ｕｊｇｊ（ｘ０））＋

ｐ

ｉ＝１
（λｉαｉｄ（ｘ，ｘ０））｜ｘ＝ｘ０ （１）

ｕｊｇｊ（ｘ０）＝０，ｊ＝１，…，ｑ （２）

λＴｅ＝１ （３）

２　四类新的广义近似凸性

首先，回顾一下Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的伪凸性和拟凸性的定义。一个 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数 ψ：Ｘ→Ｒ称为在 ｘ０∈Ｘ是

伪凸，如果对任意ｘ∈Ｘ，［ξ，ｘ－ｘ０］０，对某些ξ∈ψ（ｘ０）ψ（ｘ）ψ（ｘ０）。

类似的ψ称为在ｘ０∈Ｘ是拟凸，如果对任意ｘ∈Ｘ，ψ（ｘ）ψ（ｘ０）［ξ，ｘ－ｘ０］０，ξ∈ψ（ｘ０）。

定义８　称函数ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅰ型近似伪凸，若对所有 ｃ＞０，存在 ｘ０的邻域 Ｕ，使得对某些 ξ∈

ψ（ｘ０），［ξ，ｘ－ｘ０］０，有ψ（ｘ）－ψ（ｘ０）－ｃｄ（ｘ，ｘ０），ｘ∈Ｕ∩Ｘ。

定义９　称函数ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅱ型近似伪凸（Ⅱ型严格近似伪凸），若对所有ｃ＞０，存在ｘ０的邻域

Ｕ，使得对某些ξ∈ψ（ｘ０），［ξ，ｘ－ｘ０］＋ｃｄ（ｘ，ｘ０）０，有ψ（ｘ）（＞）ψ（ｘ０），ｘ∈Ｕ∩Ｘ。

定理２　若ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅱ型近似伪凸，则ψ在ｘ０是Ⅰ型近似伪凸。

证明　假设对某些ξ∈ψ（ｘ０），［ξ，ｘ－ｘ０］０，则对任意ｃ＞０有［ξ，ｘ－ｘ０］＋ｃｄ（ｘ，ｘ０）０。

由ψ是Ⅱ型近似伪凸，则存在ｘ０的邻域Ｕ，使得对任意ｘ∈Ｕ∩Ｘ，ψ（ｘ）ψ（ｘ０）。故有ψ（ｘ）ψ（ｘ０）－

ｃｄ（ｘ，ｘ０）。

因此ψ在ｘ０∈Ｘ是Ⅰ型近似伪凸。

定义１０　称函数ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅰ型近似拟凸，若对所有 ｃ＞０，存在 ｘ０的邻域 Ｕ，使得对任意 ｘ∈

Ｕ∩Ｘ，ψ（ｘ）ψ（ｘ０），有［ξ，ｘ－ｘ０］－ｃｄ（ｘ，ｘ０）０，ξ∈ψ（ｘ０）。

定义１１　称函数ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅱ型近似拟凸（Ⅱ型严格近似拟凸），若对所有 ｃ＞０，存在 ｘ０的邻

域Ｕ，使得对任意ｘ∈Ｕ∩Ｘ，ψ（ｘ）（＜）ψ（ｘ０）＋ｃｄ（ｘ，ｘ０），都有［ξ，ｘ－ｘ０］０，ξ∈ψ（ｘ０）。

定理３　（ｉ）若ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是拟凸，则ψ在ｘ０是Ⅰ型近似拟凸；（ｉｉ）若ψ：Ｘ→Ｒ在ｘ０∈Ｘ是Ⅱ型

严格近似拟凸，则ψ在ｘ０是Ⅰ型近似拟凸。

证明：由拟凸的定义和定义１０－１１，定理的证明是显然的。
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３　最优性充分条件

接下来的两个定理分别给出了ＶＰ的局部拟有效解和局部有效解的最优性充分条件。

定理４　假设（１）－（３）在ｘ０∈Ｓ成立，对 λ∈Ｒ
ｐ
＋，ｕ∈Ｒｑ＋，满足下面的条件：（ｉ）λＴｆ在 ｘ０是Ⅰ型近似拟

凸；（ｉｉ）ｕＴｇ在ｘ０是Ⅱ型严格近似伪凸，则ｘ０是ＶＰ的局部拟有效解。

证明：假设ｘ０不是ＶＰ的局部拟有效解，则对任意β＞０和 ｘ０的任意邻域 Ｕ，存在 ｘ∈Ｕ∩Ｓ，使得 ｆ（ｘ）－

ｆ（ｘ０）＋βｄ（ｘ，ｘ０）∈－Ｒ
ｐ
＋｛０｝，即ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）－βｄ（ｘ，ｘ０）≤ｆ（ｘ０）。

故有λＴｆ（ｘ）λＴｆ（ｘ０），其中λ
Ｔｅ＝１。由λＴｆ在ｘ０是Ⅰ型近似拟凸，则对任意ｃ＞０，存在ｘ０的邻域Ｕ０，使

得对任意ｘ∈Ｕ０∩Ｓ，［ξ１，ｘ－ｘ０］－ｃｄ（ｘ，ｘ０）０，ξ１∈λ
Ｔｆ（ｘ０）。由条件（１），取Ｕ＝Ｕ０，ξ２∈ｕ

Ｔｇ（ｘ０）和ξ３∈

（βｄ（ｘ，ｘ０））｜ｘ＝ｘ０，结合上式有［ξ２＋ξ３，ｘ－ｘ０］＋ｃｄ（ｘ，ｘ０）０。而由 ξ３∈（βｄ（ｘ，ｘ０））｜ｘ＝ｘ０可得，［ξ３，ｘ－ｘ０］

βｄ（ｘ，ｘ０）。因此［ξ２，ｘ－ｘ０］＋βｄ（ｘ，ｘ０）＋ｃｄ（ｘ，ｘ０）０。

即［ξ２，ｘ－ｘ０］＋αｄ（ｘ，ｘ０）０，其中α＝β＋ｃ。再由ｕ
Ｔｇ在ｘ０是Ⅱ型严格近似伪凸可得ｕ

Ｔｇ（ｘ）＞ｕＴｇ（ｘ０）。

由条件（２）可得，ｕＴｇ（ｘ）＞０，矛盾。故ｘ０是（ＶＰ）的局部拟有效解。

定理５　设条件（１）－（３）在ｘ０∈Ｓ，对λ∈Ｒ
ｐ
＋，ｕ∈Ｒｑ＋，满足下面的条件：

（ｉ）λＴｆ在ｘ０是Ⅱ型严格近似拟凸；（ｉｉ）ｕ
Ｔｇ在ｘ０是Ⅱ型严格近似伪凸，则ｘ０是ＶＰ的局部有效解。

证明：假设ｘ０不是（ＶＰ）的局部有效解，则对ｘ０的任意邻域Ｕ，存在ｘ∈Ｕ∩Ｓ使得ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０），故有

λＴｆ（ｘ）≤λＴｆ（ｘ０）＜λ
Ｔｆ（ｘ０）＋ｃｄ（ｘ，ｘ０），ｃ＞０。由条件（ｉ）可得［ξ１，ｘ－ｘ０］０，ξ１∈λ

Ｔｆ（ｘ０）。再由

（１），取ξ２∈（
ｑ

ｊ＝１
ｕｊｇｊ）（ｘ０），ξ３∈（αｄ（ｘ，ｘ０））｜ｘ＝ｘ０，有［ξ２＋ξ３，ｘ－ｘ０］０。类似于定理４的证明，可以

导出矛盾，从而ｘ０是（ＶＰ）的局部有效解。
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