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研究下列包含问题：

ｆ（ｘ）∈Ｋ （１）
其中ｆ：Ｘ→Ｚ是一个向量值映射，Ｘ和Ｚ是两个巴拿赫空间且其范数都统一用符号‖·‖ 表示，Ｋ是Ｚ中的

一个非空闭集．令Ｓ＝｛ｘ：ｆ（ｘ）∈Ｋ｝且在文中总是假设Ｓ≠．如果存在ｘ
－
的某个邻域Ｕ和常数α＞０，使得式

（２）成立：
ｄ（ｘ，Ｓ）≤αｄ（ｆ（ｘ），Ｋ），ｘ∈Ｕ （２）

称包含问题（１）在点ｘ
－

∈Ｓ具有局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界，其中对范数空间中的任意点到任意非空集合Ａ的距离
定义为ｄ（ｙ，Ａ）＝ｉｎｆ｛‖ｙ－ａ‖：ａ∈Ａ｝．如果 Ｕ＝Ｘ，则称包含问题（１）具有全局误差界；称常数 α为误差界常
数；如果α＝!，则称包含问题（１）不具有误差界；称满足不等式（２）的所有（α，Ｕ）中的 α的下确界为精确误

差界常数且记为ｅｒｒｆ（ｘ
－
）．

当Ｋ＝｛０｝时，包含问题（１）退化为一个等式．对该等式问题的各种误差界在可微性的条件下已经被很多
学者研究，如Ｇｒａｖｅｓ［１］，Ｉｚｍａｉｌｏｖ和Ｓｏｌｏｄｏｖ［２］及 Ｌｙｕｓｔｅｒｎｉｋ［３］．当 Ｋ＝Ｒｍ－和 Ｚ＝Ｒｍ且 ｍ≥１时，包含问题（１）变

为有限不等式组．对该不等式组的误差界在函数可微或不可微的情况都有讨论［４１２］．当Ｋ是一个非空闭凸锥
时，Ｒｏｂｉｎｓｏｎ［１３］在一种约束品性和可微性条件下证明了式（２）是成立的．最近，利用其他的条件和方法，Ｈｅ和
Ｓｕｎ［１４］讨论了不用于式（２）的两类误差界．当Ｋ是一个非空闭凸集时，Ｂｕｒｋｅ和Ｄｅｎｇ［１５］在可微和凸性条件下
证明了式（２）是成立的．此外，对非光滑包含问题的误差界，许多学者如Ｈｅ和Ｓｕｎ［１６］，Ｈｕａｎｇ和Ｎｇ［１７］，Ｎｇ和
Ｙａｎｇ［１８］，Ｎｇ和Ｚｈｅｎｇ［１９２０］，Ｗｕ和Ｙｅ［２１２３］及Ｚｈｅｎｇ［２４］等人都做了一些重要工作．

此处主要讨论包含问题（１）形如（２）的误差界，此时函数 ｆ不需要可微性和凸性条件，且 Ｋ仅仅是一个
非空闭集．文章将在第２部分介绍一些重要的概念和引理；在第３部分建立不需要可微性和凸性条件的局部
误差界和全局误差界．



１　预备知识

用Ｂ（ｘ，ｒ）和Ｂ
－
（ｘ，ｒ）分别表示以点ｘ为球心，以ｒ为半径的开球和闭球；用Ｂ和Ｂ

－
分别表示开球和闭球．

令符号０Ｘ和０Ｚ代表Ｘ和Ｚ中的零元素．设Ｆ：Ｘ→２
Ｚ是一个集值映射，其中２Ｚ表示Ｚ中所有子集组成的集

合．Ｆ的有效域、图和逆分别记为
ｄｏｍＦ：＝｛ｘ∈Ｘ：Ｆ（ｘ）≠｝，ｇｐｈＦ：＝｛（ｘ，ｚ）∈Ｘ×Ｚ：ｚ∈Ｆ（ｘ）｝

Ｆ－１（ｚ）：＝｛ｘ∈Ｘ：ｚ∈Ｆ（ｘ）｝
设ｈ：Ｘ→Ｚ是一个向量值映射．

定义１　给定点（ｘ^，ｚ^）∈ｇｐｈＦ，如果存在常数ｋ≥０，ｘ^的邻域Ｕ和 ｚ^的邻域Ｗ，使得

ｄ（ｘ，Ｆ－１（ｚ））≤ｋｄ（ｚ，Ｆ（ｘ）），ｘ∈Ｕ，ｚ∈Ｗ
成立，则称Ｆ在点（ｘ^，ｚ^）是度量正则的．称满足上述不等式的所有（ｋ，Ｕ，Ｗ）中的 ｋ的下确界为 Ｆ在点（ｘ^，ｚ^）

的精确度量正则常数且记为ｒｅｇＦ（ｘ^，ｚ^）．
如果存在常数ｋ≥０使得下式（３）成立

ｄ（ｘ，Ｆ－１（ｚ））≤ｋｄ（ｚ，Ｆ（ｘ）），（ｘ，ｚ）∈Ｘ×Ｚ （３）
则称Ｆ在Ｘ×Ｚ上是度量正则的．

类似地，可以定义单值函数ｈ：Ｘ→Ｚ的度量正则且相应的常数记为ｒｅｇｈ（ｘ^）．

下面回顾一个重要的引理．此引理是命题１［２５］的一个特殊形式．

引理１　设ｘ
－

∈Ｓ且ｆ在点ｘ
－
是连续的，则Ｓ在点ｘ

－
具有局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界，即式（２）成立，当且仅当存

在ｘ
－
的邻域Ｕ和常数ｃ＞０，使得式（４）成立

ｄ（ｘ，Ｓ）≤αｄ（ｆ（ｘ），Ｋ），ｘ∈Ｕ，ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＜ｃ （４）

２　无可微性和凸性的包含问题的误差界

定理１　设ｘ
－

∈Ｓ，假设（ｉ）ｆ在点ｘ
－
是度量正则的；（ｉｉ）ｆ在点ｘ

－
是连续的．则包含问题（１）在点ｘ

－
具有局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界，而且有ｅｒｒｆ（ｘ
－
）≤ｒｅｇｆ（ｘ

－
）．

证明　根据引理１，仅仅需要找到ｘ
－
的某个邻域Ｕ，常数α＞０和ｃ＞０使得式（４）成立即可．根据条件（ｉ），

存在常数α＞０和δ＞０使得（ｉ）在邻域Ｂ（ｘ
－
，δ）上满足．由（ｉｉ）知，存在常数 δ１＞０，满足式（５）

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ
－
）‖≤

δ
２
，ｘ∈Ｂ（ｘ

－
，δ１） （５）

取两个常数满足如下条件：

０＜δ０ ＜ｍｉｎ｛δ，δ１｝；０＜ｃ＜
δ
２

对任意的ｘ∈Ｂ（ｘ
－
，δ０）且ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＜ｃ，如果ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＝０，则根据Ｋ的闭知ｘ∈Ｓ，从而不需要证明．下面考

虑情形ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＞０．对任意的ε满足０＜ε＜ｃ－ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ），则存在ｚε∈Ｋ使得‖ｆ（ｘ）－ｚε‖≤ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＋ε．
因为

‖ｚε－ｆ（ｘ
－
）‖≤‖ｚε－ｆ（ｘ）‖ ＋‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ

－
）‖ ＜ｃ＋δ

２
＜δ
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则结合（ｉ）得ｄ（ｘ，ｆ－１（ｚε））≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖．所以存在ｘε∈ｆ
－１（ｚε）（即ｚε＝ｆ（ｘε））使‖ｘ－ｘε‖≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖＋

ε．而且有ｘε∈Ｓ．因此得
ｄ（ｘ，Ｓ）≤‖ｘ－ｘε‖≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖ ＋ε≤ａｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＋ε（ａ＋１）

因为ε可以任意逼近０，所以包含问题（１）具有局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界，相关的精确误差界常数的上界容易得
到．证毕．

注１　下面这个例子说明了ｆ的度量正则性质对定理１是本质的．令Ｘ＝Ｚ＝Ｒ，ｆ（ｘ）＝ｘ２和Ｋ＝｛０｝∪［１，

!

），则有Ｓ＝｛０｝∪（－!，－１］∪［１，!）．令ｘ
－
＝０，容易验证ｆ在ｘ

－
点不是度量正则的．且明显地，包含问题（１）不

具有局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界．

定理２　令ｘ
－

∈Ｓ，假设ｆ在Ｘ上是度量正则的，则包含问题（１）具有全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ性质．
证明　令ｘ∈Ｘ，如果ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＝０，则根据Ｋ的闭性得ｘ∈Ｓ，从而不需要证明．下面考虑情形：ｄ（ｆ（ｘ），

Ｋ）＞０．因为Ｋ非空，所以对任意的ε＞０都存在ｚε∈Ｋ，使得

‖ｆ（ｘ）－ｚε‖≤ｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＋ε
因为

ｄ（ｘ，ｆ－１（ｚε））≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖

所以对上述ε存在ｘε∈ｆ
－１（ｚε）（即，ｚε＝ｆ（ｘε））使得

‖ｘ－ｘε‖≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖ ＋ε
由于ｘε∈Ｓ，所以得

ｄ（ｘ，Ｓ）≤‖ｘ－ｘε‖≤ａ‖ｚε－ｆ（ｘ）‖ ＋ε≤ａｄ（ｆ（ｘ），Ｋ）＋ε（ａ＋１）
因为ε可以任意逼近０，包含问题（１）具有全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界．证毕．

下面回顾度量正则的一个充分条件．

引理２［２６］　令ｘ
－

∈Ｓ，给定一个满射线性连续算子 Ａ：Ｘ→Ｚ，假设存在 ｘ
－
的某个邻域 Ｕ，常数 μ≥０和γ＞

ｒｅｇＡ满足

μγ＜１；‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ′）－Ａ（ｘ－ｘ′）‖≤μ‖ｘ－ｘ′‖，ｘ，ｘ′∈Ｕ （６）

则ｆ在点ｘ
－
是度量正则的，且有如下估计：

ｒｅｇｆ（ｘ
－
）≤

ｒｅｇＡ
１－μ·ｒｅｇＡ

　　注２　ｆ的度量正则性质一般不蕴含公式（６）．类似地，下面这个条件是 ｆ在 Ｘ上的度量正则的充分条
件：存在一个满射线性连续算子Ａ：Ｘ→Ｚ，常数μ≥０和γ＞ｒｅｇＡ满足μγ＜１及

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ′）－Ａ（ｘ－ｘ′）‖≤μ‖ｘ－ｘ′‖，ｘ，ｘ′∈Ｘ （７）
　　根据定理１，２和引理１及注２很容易得到下面的结论．

推论１　令ｘ
－

∈Ｓ，如果式（６）成立，则包含问题（１）具有局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ性质，且相应的常数上界估计为

ｅｒｒｆ（ｘ
－
）≤

ｒｅｇＡ
１－μ·ｒｅｇＡ

．如果式（７）成立，则包含问题（１）具有全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差界．

注３　（ｉ）条件（６）的一个充分条件是严格可微性，容易从如下定义中看出．ｆ在点 ｘ
－
是严格可微的且严

格导数记为
"

ｆ（ｘ
－
）当且仅当 ｌｉｍ

（ｘ，ｘ′）→
ｘ≠ｘ′

（ｘ
－
，ｘ
－
）

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ′）－
"

ｆ（ｘ
－
）（ｘ－ｘ′）

‖ｘ－ｘ′‖
＝０，ｘ，ｘ′∈Ｘ且在 ｘ^的某个邻域内．

但是条件（６）一般不蕴含ｆ的Ｇａｔｅａｕｘ可微性，Ｇａｔｅａｕｘ可微性是比严格可微性更弱的一个条件．所以条

件（６）一般不蕴含严格可微性，更不蕴含度量正则性质．令Ｘ＝Ｚ＝Ｒ，ｘ
－
＝０和ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜，容易验证条件（６）对
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Ａ＝
１
３
和μ＝２成立．明显地，ｆ在点 ｘ

－
不是 Ｇａｔｅａｕｘ可微的．因此，此处的条件和方法不同于文献［１３，１５］中的

条件和方法．
（ｉｉ）在ｆ关于Ｋ的回收锥Ｋ! 是凸的条件下，Ｂｕｒｋｅ和Ｄｅｎｇ［５］已经研究了包含问题（１）的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ误差

界（２），其中凸性假设和回收锥Ｋ! 是：

ｆ（λｘ１＋（１－λ）ｘ２）－［λｆ（ｘ１）＋（１－λ）ｆ（ｘ２）］∈Ｋ!，ｘ１，ｘ２∈Ｘ和λ∈［０，１］

Ｋ!：＝｛ｄ：ｘ＋ｄ∈Ｋｘ∈Ｋ｝．容易验证条件（４）一般不蕴含 ｆ的凸性．所以此处的结论和方法不同于 Ｂｕｒｋｅ和
Ｄｅｎｇ［５］．

（ｉｉｉ）定理１，２和推论１可以应用到下列向量优化问题（简记为：ＶＯＰ）：
ｍｉｎＣｆ（ｘ）　ｓ．ｔ．，ｘ∈Ｘ

其中ｆ：Ｘ→Ｚ是一个向量值映射且 ＣＺ是一个带有非空内部 ｉｎｔＣ的凸锥，用 Ｍ表示可性值，即，Ｍ：＝

｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｘ｝．令Ｋ１和Ｋ２分别是
Ｋ１：＝ｍｉｎＣＭ＝｛ｚ∈Ｍ：（Ｍ－ｚ）∩（－Ｃ）＝｛０Ｚ｝｝
Ｋ２：＝ｍｉｎｉｎｔＣＭ＝｛ｚ∈Ｍ：（Ｍ－ｚ）∩（－ｉｎｔＣ）＝｝

即Ｋ１和Ｋ２分别是（ＶＯＰ）的最优值和弱最优值集合．用Ｓ１和Ｓ２分别表示（ＶＯＰ）的有效解和弱有效解，则
Ｓ１＝｛ｘ∈Ｘ：ｆ（ｘ）∈Ｋ１｝和Ｓ２＝｛ｘ∈Ｘ：ｆ（ｘ）∈Ｋ２｝

因此定理１，２和推论１可以应用到（ＶＯＰ）的有效解和弱有效解集．但是，由于集合Ｋ１和Ｋ２一般既不是凸集
也不是锥，所以文献［１３－１６，１８，２４］的结论一般不能应用到（ＶＯＰ）上．
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