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　　摘　要：利用双线性函数给出了伪标准正交基和伪单位矩阵的概念，讨论了伪单位矩阵的性质，在欧氏
空间Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化方法的基础上，得到了一种在伪欧氏空间中求伪标准正交基的方法．
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１　引　言

在高等代数中介绍了伪欧氏空间的定义［１］，而没有详细地研究其内容．在欧氏空间中，正交变换与正交
矩阵及其相关理论的研究已取得了丰富的成果，在优化理论、计算数学、信号分析等领域中都占有举足轻重

的地位．伪欧氏空间理论随着应用的需要和研究的深入逐渐有所发展，特别是关于伪正交变换、准正交基、
伪正交矩阵等理论已有一定的研究成果［２６］．利用双线性函数给出了伪标准正交基和伪单位矩阵的概念，讨
论了伪单位矩阵的性质，在欧氏空间Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化方法求标准正交基的基础上，研究在伪欧氏空间中求伪
标准正交基的方法，得到了一种具体的求伪标准正交基的方法，并通过例题加以说明，研究结果丰富了伪欧

氏空间的相关理论．
为了讨论方便，先给出几个相关概念．
定义１［３］　设Ｖ是ｎ维线性空间，Ｖ的一个二元实函数ｆ（α，β）满足：ｆ（α，β）＝ｆ（β，α）；ｆ（ｋα，β）＝ｋｆ（α，

β）；ｆ（α＋β，γ）＝ｆ（α，γ）＋ｆ（β，γ），α，β，γ是Ｖ中任意的向量，ｋ是任意的实数，则称ｆ为Ｖ上的一个对称双
线性函数．如果ｆ（α，β）＝０对任意β∈Ｖ，可推出α＝０，ｆ就叫非退化的．

对于具有非退化对称的双线性函数空间Ｖ，可以将这些双线性函数看成Ｖ上的一个“内积”．
定义２［３］　设Ｖ是ｎ维实线性空间，在Ｖ上定义了一个非退化对称双线性函数 ｆ（α，β），则称 Ｖ为一个

伪欧氏空间．伪欧氏空间Ｖ中向量α，β满足ｆ（α，β）＝０，则称α，β正交．

定义３［５］　非负实数 ｜ｆ（α，α）槡 ｜称为向量α的长度，记为｜α｜．
定义４［５］　若Ｖ中的非零向量ξ使ｆ（ξ，ξ）＝０，则称ξ为迷向向量．

２　主要结果

定义５在伪欧氏空间Ｖ中有一组基ε１，ε２，…，εｎ，如果满足：
ｆ（εｉ，εｊ）＝１ ｉ＝ｊ＝１，２，…，ｐ

ｆ（εｉ，εｊ）＝－１ ｉ＝ｊ＝ｐ＋１，…，ｎ

ｆ（εｉ，εｊ）＝０ ｉ≠
{

ｊ



则称为Ｖ的一个伪标准正交基．如果满足：
ｆ（εｉ，εｊ）＝ｃ（ｃ＞０） ｉ＝ｊ＝１，２，…，ｐ

ｆ（εｉ，εｊ）＝－ｃ ｉ＝ｊ＝ｐ＋１，…，ｎ

ｆ（εｉ，εｊ）＝０ ｉ≠
{

ｊ

称其为伪欧氏空间的伪准正交基．称
Ｅｐ

－Ｅｎ－( )
ｐ

为伪欧氏空间Ｖ的伪单位矩阵，记为Ｅ（ｐ）．

定理１　设Ｅ（ｐ）是正惯性指数为ｐ的ｎ阶伪单位矩阵，Ａ为ｎ阶的任意矩阵，则

（１）Ｅ（ｐ）Ｅ（ｐ）＝Ｅ；

（２）（Ｅ（ｐ））
－１＝Ｅ（ｐ）；

（３）对矩阵左乘以Ｅ（ｐ）就相当于对Ａ矩阵的后ｎ－ｐ行元素取负，右乘以 Ｅ（ｐ）就相于对 Ａ的后 ｎ－ｐ列
元素取负．

证明　（１）由伪单位矩阵的定义可知：

Ｅ（ｐ）Ｅ（ｐ） ＝
Ｅｐ

－Ｅ( )
ｎ－ｐ

Ｅｐ
－Ｅ( )

ｎ－ｐ

＝
Ｅｐ

Ｅ( )
ｎ－ｐ

＝Ｅ，故命题得证．

　　（２）由于ｄｅｔＥ（ｐ）＝±１故Ｅ（ｐ）可逆，又由可逆矩阵的定义及定理的⑴可知（Ｅ（ｐ））
－１＝Ｅ（ｐ）．

（３）由矩阵的乘法及伪单位矩阵的性质显然可得．
在欧氏空间中任意ｎ个线性无关的向量可以用施密特正交化方法［１］求标准正交基，那么在伪欧氏空间

中也仿照欧氏空间中的作法给出求伪标准正交基的方法．
求伪标准正交基的方法：

设ε１，ε２，…，εｎ是Ｖ的一组基，且ε１，ε２，…，εｎ是一组不全为迷向向量的向量组．将 ε１，ε２，…，εｎ中的

向量排序，使非迷向向量在迷向向量的前面，将重排后的向量组记为α１，α２，…，αｎ．

（１）取α１，且令β１＝α１，则 β{ }１ 是Ｖ的伪正交基；

（２）取α２，令：

β２ ＝α２－
ｆ（α２，β１）
ｆ（β１，β１）

β１．

　　若β２为非迷向向量，则继续下一步；若β２为迷向向量则用α３继续本步，α３计算后若为非迷向向量则继

续下一步，若不是则用α４继续本步依次类推直到为非迷向向量；若到最后还是迷向向量，则该向量组不能用
此方法求解．若有非迷向向量，将前面计算后为迷向向量的向量与最后计算为非迷向向量的向量交换位置
并仍将其按次序记为α１，α２，…，αｎ．

（３）取α３，令：

β３＝α３－
ｆ（α３，β１）
ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（α３，β２）
ｆ（β２，β２）

β２，同（２）对β３进行判断．如此类推，最后取αｎ，令：

βｎ＝αｎ－
ｆ（αｎ，β１）
ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（αｎ，β２）
ｆ（β２，β２）

β２－… －
ｆ（αｎ，βｎ－１）
ｆ（βｎ－１，βｎ－１）

βｎ－１，则 β１，β２，…，βｎ为伪正交向量组，即 β１，

β２，…，βｎ为Ｖ的伪正交基；

（４）对β１，β２，…，βｎ适当调整顺序后，使ｆ（βｉ，βｉ）＞０（１≤ｉ≤ｐ），ｆ（βｊ，βｊ）＜０（ｐ＜ｊ≤ｎ），再令

ηｉ＝
βｉ
｜βｉ｜

，

则η１，η２，…ηｎ就是所要求的伪标准正交基．
注　排除迷向向量是为了避免在对向量进行单位化时分母为零．给出的求解伪标准正交基的方法具有
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一定的局限性，对于伪正交化后出现迷向向量的情况有待进一步研究．

３　应用实例

例１　在Ｒ４中，定义一个对称双线性函数 ｆ（α，β）＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２－ａ３ｂ３－ａ４ｂ４，其中 α＝（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４），

β＝（ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４），利用向量组，ε１＝（－１，０，０，１），ε２＝（１，－１，－１，１），ε３＝（１，１，０，０），ε４＝（１，１，１，０），求
Ｖ的一组伪标准正交基．

解　由于ε１，ε２是迷向向量，故对该向量组进行重排得 α１＝（１，１，０，０），α２＝（１，１，１，０），α３＝（－１，０，

０，１），α４＝（１，－１，－１，１）．先对它们伪正交化，得β１＝α１＝（１，１，０，０），β２＝α２－
ｆ（α２，β１）
ｆ（β１，β１）

β１＝（１，１，１，０）－

（１，１，０，０）＝（０，０，１，０），β３ ＝α３ －
ｆ（α３，β１）
ｆ（β１，β１）

β１ －
ｆ（α３，β２）
ｆ（β２，β２）

β２ ＝（－１，０，０，１）＋
１
２（１，１，０，０）＝

－１２，
１
２，０，１( )），β４＝α４－ｆ（α４，β１）ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（α４，β２）
ｆ（β２，β２）

β２－
ｆ（α４，β３）
ｆ（β３，β３）

β３＝（１，－１，－１，１）＋（０，０，１，０）－４（－
１
２，

１
２，０，０）＝（３，－３，０，－３）．再单位化，得η１＝

（１，１，０，０）

槡２
＝ 槡２
２，
槡２
２，０，( )０，η２＝（０，０，１，０）１ ＝（０，０，１，０），η３＝

－１２，
１
２，０，( )１
槡２
２

＝ －槡２２，
槡２
２，０，槡( )２，η４＝（３，－３，０，－３）

槡９
＝（１，－１，０，－１）．则 η１，η２，η３，η４就是所要求的

伪标准正交基．
例２　在Ｒ４中，定义的对称双线性函数如上，把 α１＝（１，１，０，０），α２＝（１，０，１，０），α３＝（－１，０，０，１），

α４＝（１，－１，－１，１），变成Ｖ的一组伪标准正交基．
解　由于该向量组的第一个向量是非迷向向量，其它的都是迷向向量，所以不需重排．先对它们伪正交

化，得：β１＝α１＝（１，１，０，０），β２＝α２－
ｆ（α２，β１）
ｆ（β１，β１）

β１＝（１，１，１，０）－
１
２（１，１，０，０）＝（

１
２，－

１
２，１，０），β３＝α３－

ｆ（α３，β１）
ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（α３，β２）
ｆ（β２，β２）

β２＝（－１，０，０，１）＋
１
２（１，１，０，０）－（

１
２，－

１
２，１，０）＝（－１，１，－１，１），由于用 α３所

计算的β３为非迷向向量，所以将α３与α４交换，并将α４记为α３，将α３记为α４．

β３＝α３－
ｆ（α３，β１）
ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（α３，β２）
ｆ（β２，β２）

β２＝（１，－１，－１，１）＋４（
１
２，－

１
２，１，０）＝（３，－３，３，１），

β４＝α４－
ｆ（α４，β１）
ｆ（β１，β１）

β１－
ｆ（α４，β２）
ｆ（β２，β２）

β２－
ｆ（α４，β３）
ｆ（β３，β３）

β３＝（－１，０，０，１）＋
１
２（１，１，０，０）－

１
２，－

１
２，１，( )０ ＋

１
２（３，－３，３，１）＝

１
２，－

１
２，
１
２，( )３２ ．

再单 位 化，得 η１ ＝
（１，１，０，０）

槡２
＝ 槡２
２，
槡２
２，０，( )０，η２ ＝

１
２，－

１
２，１，( )０
槡２
２

＝ 槡２
２，－

槡２
２，槡２，( )０，η３ ＝

（３，－３，３，１）

槡８
＝ 槡３２
４，－

槡３２
４，

槡３２
４，
槡２( )４ ，η４＝

１
２，－

１
２，
１
２，( )３２

槡２
＝ 槡２
４，－

槡２
４，
槡２
４，

槡３２( )４ ，则 η１，η２，η３，η４就是

所要求的伪标准正交基．
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