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响应变量均值的调整的经验似然比统计量，证明了在一定的条件下，统计量渐近服从χ２分布，所得结果给出
了均值的渐近置信域。
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在医学、生物工程、临床试验等方面的研究中，通常得到的一类不完全数据是随机删失数据。例如，研

究一种新药对患某种疾病的人的生命的影响，病人可以在研究时间段内任何时刻进入研究，一旦进入研究

之后，病人由于中途离开或研究期间失去生命等原因，造成了数据随机删失。对退出试验或失去跟踪的病

人生存时间至少是从进入到失去联系这段时间；对于仍然活着的病人，时间至少是从进入到结束研究这段

时间，在这两种情况下得到的数据都属于随机删失数据。对删失数据回归模型的研究已有不少文献。Ｌｉ
Ｇａｎｇ等［１］已经利用经验似然的方法解决了回归系数的估计问题，陈放等［２］考虑了随机右删失数据下非线性

回归模型中未知参数的置信域。郑明，李四化［３］应用经验似然方法讨论了截断情况下线性回归模型中响应

变量均值的估计问题。考虑下面的非线性回归模型：

Ｙ＝ｇ（Ｘ，β）＋ε （１）
其中Ｙ为响应变量，Ｘ是ｑ维协变量，β是ｐ维未知参数，ｇ（．，．）是Ｘ的已知可测函数，Ｅ（ε｜Ｘ）＝０。设Ｃ表
示删失变量，记Ｚ＝ｍｉｎ（Ｙ，Ｃ），δ＝Ｉ（Ｙ≤Ｃ），这里Ｉ（·）表示示性函数，当δ＝１时表示Ｙ被观察，当δ＝０时
表示Ｙ删失。对于模型（１），观察到的数据（Ｘｉ，Ｚｉ，δｉ），ｉ＝１，…，ｎ，是来自（Ｘ，Ｚ，δ）的独立同分布随机样本。

假定删失变量Ｃ的分布函数为 Ｇ，由于｛Ｙｉ｝被随机删失，通常的估计参数的方法不能直接运用，采用
Ｋ－Ｓ－Ｖ估计对响应变量进行一定的调整。当Ｇ已知时，定义：

ＹｉＧ ＝
δｉＺｉ

１－Ｇ（Ｚｉ）
，ｉ＝１，…，ｎ。 （２）

易证（ＹｉＧ｜Ｘｉ）＝Ｅ（Ｙｉ｜Ｘｉ）＝ｇ（Ｘｉ，β），从直观上讲，这一方法把非删失的数据抬高，而把删失数据一律降为
零。此时用ＹｉＧ代替Ｙｉ，由非线性最小二乘法可得β的估计

β^＝ａｒｇｍｉｎ
β

１
２

ｎ

ｉ＝１
（ＹｉＧ－ｇ（Ｘｉ，β））

２ （３）

　　对响应变量进一步调整，没有被删失的使用原来的数值，而对于被删失的用回归模型的预测值 Ｙ^代
替，即

Ｚｉｎ ＝δｉＹｉ＋（１－δｉ）^Ｙｉ＝δｉＹｉ＋（１－δｉ）ｇ（Ｘｉ，^β）　ｉ＝１，…，ｎ． （４）
此时，Ｅ［Ｚｉｎ］＝Ｅ［Ｙｉ］，ｉ＝１，…，ｎ．假设Ｅ［Ｙｉ］＝μ，当μ为响应变量均值真实值时，由上面的结论，Ｅ［Ｚｉｎ］＝
Ｅ［Ｙｉ］＝μ，ｉ＝１，…，ｎ．利用响应变量的调整值Ｚｉｎ可以很容易地得到μ的一个估计，



μ^＝１ｎ
ｎ

ｉ＝１
Ｚｉｎ ＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
［δｉＹｉ＋（１－δｉ）ｇ（Ｘｉ，^β））］ （５）

此时有：

定理１　假设Ｅ‖Ｘ‖＜∞，Ｅ［ε２］＜∞，μ为响应变量均值真实值，则有槡ｎ（^μ－μ）→Ｎ（０，Ｖ（μ）），其中
Ｖ（μ）＝Ｓ１＋Ｓ２－２Ｓ

Ｔ
３μ＋μ＋Ｓ４＋２Ｓ５，而Ｓ１＝Ｅ［δ（Ｙ－ｇ（Ｘ，β））

２］，Ｓ２＝Ｅ［ｇ（Ｘ，β）］
２，Ｓ３＝Ｅ［ｇ（Ｘ，β）］，Ｓ４＝

Ｅ（１－δ）［ｇ（Ｘ，^β）－ｇ（Ｘ，β）］２，Ｓ５＝Ｅ［Ｙ－ｇ（Ｘ，β）］［ｇ（Ｘ，^β）－ｇ（Ｘ，β）］。
当Ｖ（μ）未知的时候可以将Ｖ（μ）中期望形式换成ｎ个样本的和记作 Ｖ^ｎ（μ）来估计。
下面应用经验似然方法构造μ的置信区间。
由Ｅ（Ｚｉｎ－μ）＝０可以定义μ的经验对数似然比统计量为

ｌ（μ）＝－２ｍａｘ｛
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｎｐｉ）｜ｐｉ≥０，

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１，

ｎ

ｉ＝１
ｐｉＺｉｎ－μ＝０｝

　　由拉格朗日乘子法可得：

ｐｉ＝
１
ｎ｛１＋λ（Ｚｉｎ－μ）｝

－１，ｉ＝１，２，…，ｎ

　　其中λ是下面方程的根
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１

Ｚｉｎ－μ
１＋λ（Ｚｉｎ－μ）

＝０

故ｌ（μ）＝２
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ［１＋λｎ（Ｚｉｎ－μ）］，这里Ｚｉｎ不再是独立的，所以似然比统计量不再是服从标准χ

２分布。下面

给出一个调整的经验对数似然比 ｌ^（μ）＝ｒｎ（μ）ｌ（μ），这里调整因子 ｒｎ（μ）＝Ｖｎ（μ）／^Ｖｎ（μ），其中Ｖｎ（μ）＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２，Ｖ^ｎ（μ）的定义如上式。

定理２　在定理１的条件下，如果μ为响应变量均值真实值，则ｌ（μ）→χ２１。
基于定理２可以构造μ置信度为１－α的渐近置信域。
定理１的证明：

首先，
１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）＝Ｔｎ１＋Ｔｎ２＋Ｔｎ３，其中：Ｔｎ１＝

１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１
δｉ［Ｙｉ－ｇ（Ｘｉ，β）］，Ｔｎ２＝

１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１
（ｇ（Ｘｉ，β）

－μ），Ｔｎ３ ＝
１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１
（１－δｉ）（ｇ（Ｘｉ，^β）－ｇ（Ｘｉ，β））。

由中心极限定理，可得Ｔｎ１→Ｎ（０，Ｓ１），Ｔｎ２→Ｎ（０，Ｓ２－２Ｓ
Ｔ
３μ＋μ

２），Ｔｎ３→Ｎ（０，Ｓ４），ｃｏｖ（Ｔｎ１，Ｔｎ２）＝０，ｃｏｖ
（Ｔｎ２，Ｔｎ３）＝０，ｃｏｖ（Ｔｎ１，Ｔｎ３）＝Ｓ５。

所以定理１得证。在证明定理２之前先给出几个引理。
引理１　在定理１的条件下，有：

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２ ＝Ｓ１＋Ｓ２－２Ｓ
Ｔ
３μ＋μ

２＋ｏｐ（１）

　　证明　由非线性最小二乘法知 β^→β，ａ．ｓ．，故：
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２ ＝１ｎ
ｎ

ｉ＝１
［δｉ（Ｙｉ－ｇ（Ｘｉ，β））＋（１－δｉ）（ｇ（Ｘｉ，^β）－ｇ（Ｘｉ，β））＋

（ｇ（Ｘｉ，β）－μ）］
２ ＝Ｒｎ１＋Ｒｎ２＋Ｒｎ３＋ｏｐ（１）

其中，Ｒｎ１ ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
δｉ［Ｙｉ－ｇ（Ｘｉ，β）］

２，Ｒｎ２＝
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
［ｇ（Ｘｉ，β）－μ］

２，Ｒｎ３＝
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
δｉ［Ｙｉ－ｇ（Ｘｉ，β）］［ｇ（Ｘｉ，β）－μ］。

　　由大数定律可得：
Ｒｎ１→Ｓ１，Ｒｎ２→Ｓ２－２Ｓ

Ｔ
３μ＋μ

２，Ｒｎ３→Ｅ［δ（Ｙ－ｇ（Ｘ，β））（ｇ（Ｘ，β）－μ）］＝０
故引理１得证。
引理２　记Ｚ（ｎ）＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

｜Ｚｉｎ｜，在定理１的条件下Ｚ（ｎ）＝ｏｐ（１）。
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证明　注意到Ｚ（ｎ）≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
｜Ｙｉ｜＋ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

｜ｇ（Ｘｉ，^β）｜，由文献［４］的引理３可得：

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜Ｙｉ｜＝ｏｐ（ｎ
１
２），ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜ｇ（Ｘｉ，^β）｜＝ｏｐ（ｎ

１
２）

所以引理２结论成立。

引理３　在定理１的条件下，有λ＝Ｏｐ（ｎ
－１２）。

证明　由定理１可得，１ｎ
ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）＝Ｏｐ（ｎ

－１２），再由引理１，２及文献［４，５］类似地可证。

定理２的证明：对ｌ（μ０）进行Ｔａｙｌｏｒ展开，可得：

ｌ（μ）＝２
ｎ

ｉ＝１
｛λ（Ｚｉｎ－μ）－

１
２［λ（Ｚｉｎ－μ）］

２｝＋ηｎ

其中｜ηｎ｜≤Ｃ
ｎ

ｉ＝１
｜λ（Ｚｉｎ－μ）｜

３，由引理１－３可得：

｜ηｎ｜≤Ｃ｜λ｜
３ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜Ｚｉｎ－μ｜
ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２ ＝ｏｐ（１）

又 ０＝１ｎ
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２］λ＋１ｎ
ｎ
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λ２（Ｚｉｎ－μ）
３

１＋λ（Ｚｉｎ－μ）
＝

１
ｎ

ｎ
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（Ｚｉｎ－μ）－［

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２］λ＋ｏｐ（１）

由引理１３可得：

λ＝［
ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）

２］－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ－μ）＋ｏｐ（１）

所以有

０＝１ｎ
ｎ

ｉ＝１

λ（Ｚｉｎ－μ）
１＋λ（Ｚｉｎ－μ）

＝
ｎ

ｉ＝１
λ（Ｚｉｎ－μ）－［

ｎ

ｉ＝１
λ（Ｚｉｎ－μ）］

２＋
ｎ

ｉ＝１

λ（Ｚｉｎ－μ[ ]）３

１＋λ（Ｚｉｎ－μ）
又由引理可得：


ｎ

ｉ＝１

λ（Ｚｉｎ－μ[ ]）３

１＋λ（Ｚｉｎ－μ）
＝ｏｐ（１）

由上面两式得：


ｎ

ｉ＝１
λ（Ｚｉｎ－μ）＝［

ｎ

ｉ＝１
λ（Ｚｉｎ－μ）］

２＋ｏｐ（１）

所以，ｌ（μ）＝［１ｎ
ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ －μ）

２］－１［
１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｚｉｎ －μ）］

２ ＋ｏｐ（１），因此，^ｌ（μ）＝ｒｎ（μ）ｌ（μ）＝｛
１

槡ｎ

ｎ

ｉ＝１

Ｚｉｎ－μ
Ｖ^ｎ（μ槡 ）

｝２＋ｏｐ（１），易证 Ｖ^ｎ（μ）→Ｖ（μ），所以ｌ（μ）→χ
２
１。

故定理得证。
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　　以ｒ１为例，ｒ１＝
４

ｋ＝１
ｗｋε１（ｋ）＝０．３７０．６４＋０．２１０．７５＋０．２６０．９８＋０．１６０．８９＝０．７９，由此可

得，ｒ２，ｒ３，ｒ４，ｒ５，ｒ６，ｒ７，ｒ８，ｒ９，ｒ１０的值，如表１１所示。即可知：ｒ１＞ｒ４＞ｒ１０＞ｒ７＞ｒ６＞ｒ２＝ｒ８＞ｒ９＞ｒ３＞ｒ５，故，
可得到１０名准教师的评比顺序为：Ｂ１ ＞Ｂ４ ＞Ｂ１０ ＞Ｂ７ ＞Ｂ６ ＞Ｂ２ ＝Ｂ８ ＞Ｂ９ ＞Ｂｒ３ ＞Ｂ５。
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