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关于ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔｉａｎ矩阵的研究，在文献［１４］中已经给出了一些重要性质及应用．文献［６，７］中主
要是对幂基下和一般基下的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的研究，此处主要用纯代数的方法研究 ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔ矩阵
在Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基下的一些性质，包括：ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔ矩阵的 Ｂａｒｎｅｔｔ因式分解，与友矩阵的缠绕，与 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ
基下的结式矩阵的关系，以及ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔ矩阵的三角分解公式．

定义１［１，２］　设β（ｋ）ｉ （ｚ）＝
ｋ( )ｉ（１－ｚ）ｋ－ｉｚｉ（１≤ｉ≤ｋ），则称｛β（ｎ）０ （ｚ），β（ｎ）１ （ｚ），…，β（ｎ）（ｚ）｝为一组
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ｉ＝０
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引理２［１］　令Ｂ（ｐ，ｑ）为古典Ｂｅｚｏｕｔ矩阵，Ｂ（ｂ）（ｐ，ｑ）为Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基下的ＨＢｅｚｏｕｔ，则Ｂ（ｐ，ｑ）＝Ｔ－ｔｎ－１Ｂ
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１　ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔｉａｎ矩阵的一些基本性质

定理１　Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｂｅｚｏｕｔ矩阵与矩阵 珟Ｍ满足以下缠绕关系：Ｂ（ｂ）（ｐ，ｑ）珟Ｍ＝珟ＭＴＢ（ｂ）（ｐ，ｑ），其中 珟Ｍ＝
ＧＭＧ－１，Ｇ＝Ｔ－１ｎ－１Ｈ．

证明　Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）珟Ｍ＝珟ＭＴＢｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）ＧＭＧ－１＝（ＧＭＧ－１）ＴＢｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｔ－１ｎ－１
ＣＴｎ－１＝Ｔ

Ｔ
ｎ－１Ｃ

ＴＴ－Ｔｎ－１Ｂｅｚ
（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｔ－Ｔｎ－１Ｂｅｚ

（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｔ－１ｎ－１Ｃ＝Ｃ
ＴＴ－Ｔｎ－１Ｂｅｚ

（ｂ）（ｐ，ｑ）Ｔ－１ｎ－１Ｂｅｚ（ｐ，ｑ）Ｃ＝Ｃ
ＴＢｅｚ（ｐ，ｑ）．

定义４［５］　定义Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）为Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基下的广义对称化子．
定理２　（广义的Ｂａｒｎｅｔｔ分解公式）Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）＝Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）Ｇｑ（Ｍ）Ｇ－１．
证明　Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）＝Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）Ｇｑ（Ｍ）Ｇ－１Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）＝ＴＴｎ－１ＢｅｚＨ（ｐ，１）Ｔｎ－１Ｇｑ（Ｍ）Ｇ

－１Ｔ－Ｔｎ－１Ｂｅｚ
（ｂ）

（ｐ，ｑ）Ｔ－１ｎ－１＝Ｂｅｚ（ｐ，１）Ｔｎ－１Ｇｑ（Ｍ）Ｇ
－１Ｔ－１ｎ－１Ｂｅｚ（ｐ，ｑ）＝Ｂｅｚ（ｐ，１）Ｔｎ－１Ｇｑ（Ｍ）Ｇ

－１Ｔ－１ｎ－１Ｂｅｚ（ｐ，ｑ）＝Ｂｅｚ（ｐ，１）
ｑ（Ｃ）．

定理３　若多项式ｐ（ｘ），ｆ（ｘ），ｑ（ｘ）满足ｄｅｇｆ（ｘ）ｑ（ｘ）≤ｄｅｇｐ（ｘ）＝ｎ，那么 Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｆｑ）＝Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｆ）
Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）－１Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）．

证明　由定理２知：
Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｆｑ）＝Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）Ｇ（ｆｑ）（Ｍ）Ｇ

－１ ＝

Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）Ｇｆ（Ｍ）Ｇ－１Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）－１Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）Ｇｑ（Ｍ）Ｇ－１ ＝
Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｆ）Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，１）－１Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｑ）

　　推论１　如果多项式ｐ（ｘ）ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｋ（ｘ）（ｋ≥２），满足ｄｅｇｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）… ｆｋ（ｘ）≤ｄｅｇｐ（ｘ）＝ｎ，那
么Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ（ｘ），ｆ１（ｘ），…，ｆｋ（ｘ））＝Ｂｅｚ

（ｂ）（ｐ，ｆ１）Ｂｅｚ
（ｂ）（ｐ，１）－１…Ｂｅｚ（ｂ）（ｐ，ｆｋ）．

定义５［５］　Ｒｂ是关于Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基下的广义旋转矩阵，Ｒｂ＝Ｔ
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２　ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢｅｚｏｕｔｉａｎ矩阵的三角分解
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结式矩阵，其中：
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定理 ５　设实多项式 Ｕ（ｔ） ＝
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ｐ（ｔ）Ｖ１（ｔ），并且 ｄｅｇ（Ｕ１（ｔ））＝ｎ１，ｄｅｇ（Ｖ１（ｔ））＝ｎ１，ｄｅｇ（ｐ（ｔ））＝ｎ２，且 ｎ１＋ｎ２ ＝ｎ，则 Ｂｅｚ
（ｂ）（Ｕ，Ｖ）＝

Ｍｎ１（ｐ）Ｂｅｚ
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证明
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ｔ－ｓ ｐ（ｓ）＝
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因为ｐ（ｔ）＝
ｎ２

ｉ＝０
ｐｉβ

（ｎ２）
ｉ （ｔ），所以：

ｐ（ｔ）β（ｎ１－１）ｊ （ｔ）＝
ｎ２

ｉ＝０
ｐｉβ

（ｎ２）
ｉ （ｔ）β

（ｎ１－１）
ｊ （ｔ）＝

ｐ０β０
（ｎ２）（ｔ）＋ｐ１β１

（ｎ２）（ｔ）＋… ＋ｐｎ２βｎ２
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β（ｎ－１）ｎ２ （ｔ）ｐ（ｔ）β１
（ｎ１－１）（ｔ）　（ｊ＝０，１，…，ｎ１－１）

由上面的分析以及定义６，可以得出：
ｐ（ｔ）［β（ｎ１－１）０ （ｔ），β（ｎ１－１）１ （ｔ），…，β（ｎ１－１）ｎ１－１ （ｔ）］＝［β

（ｎ１－１）
０ （ｔ），β（ｎ１－１）１ （ｔ），…，β（ｎ１－１）ｎ１－１ （ｔ）］Ｍｎ１（ｐ）
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．由上面的证明可以得证定理５．

定理 ６　设实多项式 Ｕ（ｔ） ＝
ｎ

ｉ＝０
ｕｉβ

（ｎ）
ｉ （ｔ），Ｖ（ｔ） ＝

ｎ

ｉ＝０
ｖｉβ

（ｎ）
ｉ （ｔ），Ｕ（ｔ） ＝Ｕ１（ｔ）Ｕ２（ｔ），Ｖ（ｔ） ＝

Ｖ１（ｔ）Ｖ２（ｔ），ｄｅｇ（Ｕｉ，Ｖｉ） ＝ ｎｉ（ｉ ＝ １，２）， 且 ｎ１ ＋ ｎ２ ＝ ｎ， 则 Ｂｅｚ（ｂ）Ｈ （Ｕ，Ｖ） ＝ ＲｅｓＴ（Ｕ２，Ｖ１）

Ｂｅｚ（ｂ）Ｈ （Ｕ１，Ｖ１）

Ｂｅｚ（ｂ）Ｈ （Ｕ１，Ｖ１( )）Ｒｅｓ（Ｖ２，Ｕ１）．
证明 β（ｔ，ｓ）＝Ｕ（ｔ）Ｖ（ｓ）－Ｖ（ｔ）Ｕ（ｓ）ｔ－ｓ ＝
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Ｕ１（ｔ）Ｕ２（ｔ）Ｖ１（ｓ）Ｖ２（ｓ）－Ｖ１（ｔ）Ｖ２（ｔ）Ｕ１（ｓ）Ｕ２（ｓ）
ｔ－ｓ ＝

Ｕ２（ｔ）
Ｕ１（ｔ）Ｖ１（ｓ）－Ｖ１（ｔ）Ｕ１（ｓ）

ｔ－ｓ Ｖ２（ｓ）＋Ｖ１（ｔ）
Ｕ２（ｔ）Ｖ２（ｓ）－Ｖ２（ｔ）Ｕ２（ｓ）

ｔ－ｓ Ｕ１（ｓ）

则 Ｂｅｚ（ｂ）（Ｕ，Ｖ）＝Ｍｎ１（Ｕ２）Ｂｅｚ
（ｂ）（Ｕ１，Ｖ１）Ｍ

Ｔ
ｎ１（Ｖ２）＋Ｍｎ１（Ｖ１）Ｂｅｚ

（ｂ）（Ｕ２，Ｖ２）Ｍ
Ｔ
ｎ１（Ｕ１）＝

（Ｍｎ１（Ｕ２），Ｍｎ１（Ｖ１））
Ｂｅｚ（ｂ）（Ｕ１，Ｖ１）

Ｂｅｚ（ｂ）（Ｕ１，Ｖ１( )）
ＭＴｎ１（Ｖ２）

ＭＴｎ１（Ｕ１
[ ]） ＝

ＲｅｓＴ（Ｕ２，Ｖ１）
Ｂｅｚ（ｂ）（Ｕ１，Ｖ１）

Ｂｅｚ（ｂ）（Ｕ１，Ｖ１( )）Ｒｅｓ（Ｖ２，Ｕ１）
３　Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ对角化

定理 ７　设 ｇ（ｘ）有 ｎ个非零单根 λ１，λ２，…，λｎ，Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基下 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ的矩阵为：Ｖ１ ＝

β（ｎ－１）０ （λ１） β（ｎ－１）０ （λ２） … β（ｎ－１）０ （λｎ）

β（ｎ－１）１ （λ１） β（ｎ－１）１ （λ２） … β（ｎ－１）１ （λｎ）

   

β（ｎ－１）ｎ－１ （λ１） β（ｎ－１）ｎ－１ （λ２） … β（ｎ－１）ｎ－１ （λｎ













）

，则ＶＴ１Ｂｅｚ
（ｂ）
Ｈ Ｖ１＝ｄｉａｇ（ｒｉ）

ｎ
ｉ＝１其中ｒｉ＝ｇ′（λｉ）ｈ（λｉ）．

证明　ＶＴ１Ｂｅｚ
（ｂ）
Ｈ Ｖ１＝Ｖ

Ｔ
１Ｔ
Ｔ
ｎ－１Ｂｅｚ（ｇ，ｈ）Ｔｎ－１Ｖ１＝Ｖ

ＴＢｅｚ（ｇ，ｈ）Ｖ＝ｄｉａｇ（ｒｉ）
ｎ
ｉ＝１．

定理８　令ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）互素，则存在Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵Ｖ１，使得Ｖ
Ｔ
１Ｂｅｚ

（ｂ）
Ｈ （ｇ，ｈ）Ｖ１为一个对角阵．
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