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　　摘　要：证明了二阶时滞微分方程的周期解存在唯一的一个充分条件，讨论了其周期解的数值解法：利
用数值微分和线性插值对微分方程进行离散，得到非线性方程组，再用牛顿法求解；最后给出了实例，说明

了方法的有效性．
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二阶时滞微分方程是二阶非线性微分方程中很常见的一种，它在动力学系统中有重要的应用［１］．
Ｄｕｆｆｉｎｇ型方程具有较强的应用背景，特别是Ｄｕｆｆｉｎｇ型方程周期解存在性和唯一性的研究一直是热点，已有
很多研究成果，如文献［２３］，对时滞Ｄｕｆｆｉｎｇ型方程数值解的研究也不少，如文献［４６］，但对二阶时滞微分
方程的研究却很少见．此处利用文献［７］中的一个引理给出了二阶时滞微分方程周期解存在唯一的充分条
件，然后给出周期解的一个数值解法，最后给出实例说明该数值方法的有效性．

１　周期解存在唯一的充分条件

考虑如下二阶时滞微分方程：

ａｘ″（ｔ）＋ｂｘ′（ｔ）＋ｃｘ（ｔ）＋ｇ（ｘ（ｔ－τ））＝ｆ（ｔ） （１）
其中，ａ，ｂ，ｃ为常数，ｇ（ｘ），ｆ（ｔ）是定义在Ｒ上的实连续函数，且ｆ（ｔ）是Ｔ－周期函数．

引理１［７］　设Ｔ‖Ａ‖＜２π，ｄｅｔＡ≠０，且存在李普希兹常数Ｌ≥０，使得：
‖Ｆ（ｔ，Ｘ１）－Ｆ（ｔ，Ｘ２）‖≤Ｌ‖Ｘ１－Ｘ２‖，ｔ∈Ｒ，Ｘ１，Ｘ２∈Ｒ

ｎ及：

Ｌ２ ‖Ａ－１‖２＋ ２Ｔ２

（２π－Ｔ‖Ａ‖）２
＋Ｔ

２{ }１２ ＜１ （２）

成立，则方程（２）存在唯一Ｔ－周期解，其中‖Ａ‖是向量范数‖Ｘ‖诱导的算子范数．
定理１　设方程（１）中的函数 ｇ（·）满足李普希兹条件，即存在常数 Ｋ≥０，使得｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤

Ｋ｜ｘ１－ｘ２｜，ｘ１，ｘ２∈Ｒ，下面分３种情况：
１）设０＜｜ｂ｜≤｜ａ｜≤｜ｃ｜或０＜｜ａ｜≤｜ｂ｜≤｜ｃ｜，若｜ｃ｜Ｔ＜２｜ａ｜π，且：

Ｋ２ １
ａ２
＋ ２Ｔ２

（２π｜ａ｜－Ｔ｜ｃ｜）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１ （３）

成立，则方程（１）存在唯一的Ｔ－周期解．
２）设０＜｜ｂ｜≤｜ｃ｜≤｜ａ｜或０＜｜ｃ｜≤｜ｂ｜≤｜ａ｜，若０＜Ｔ＜２π，且：

Ｋ２ １
ｃ２
＋ ２Ｔ２

ａ２（２π－Ｔ）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１ （４）

成立，则方程（１）存在唯一的Ｔ－周期解．
３）设０＜｜ｃ｜≤｜ａ｜≤｜ｂ｜或０＜｜ａ｜≤｜ｃ｜≤｜ｂ｜，若｜ｂ｜Ｔ＜２｜ａ｜Ｔ，且：



Ｋ２ ｂ２

ａ２ｃ２
＋ ２Ｔ２

（２π｜ａ｜－Ｔ｜ｂ｜）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１ （５）

成立，则方程（１）存在唯一的Ｔ－周期解．
证明　令ｘ１（ｔ）＝ｘ（ｔ），ｘ２（ｔ）＝ｘ′（ｔ），则ｘ′１（ｔ）＝ｘ２（ｔ），方程（１）化为方程组：

ｘ′１（ｔ）＝ｘ２（ｔ）

ｘ′２（ｔ）＝－
ｂ
ａｘ２（ｔ）－

ｃ
ａｘ１（ｔ）－

ｇ（ｘ１（ｔ－τ））
ａ ＋ｆ（ｔ）{

ａ
改写成矩阵形式为：

ｘ′１（ｔ）
ｘ′２（ｔ

( )
）
＝

０ １

－ｃａ －ｂ






ａ
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）
＋
０
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令Ｘ（ｔ）＝
ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )），Ａ＝

０ １

－ｃａ －ｂ






ａ
，Ｆ（ｔ，Ｘ）＝

０
ｆ（ｔ）－ｇ（ｘ１）









ａ
，则方程可改写为：Ｘ′＝ＡＸ＋Ｆ（ｔ，Ｘ（ｔ－τ））．

由于Ａ＝
０ １

－ｃａ －ｂ






ａ
，有 Ａ－１＝

－ｂｃ －ａｃ






１ ０
，所以，有‖Ａ‖ ＝ｍａｘ１， ｃａ，

ｂ{ }ａ ，‖Ａ－１‖ ＝ｍａｘ

１， ｂｃ，
ａ{ }ｃ ．ｔ∈Ｒ，Ｘ１＝（ｘ１，ｙ１）

Ｔ∈Ｒ２，Ｘ２＝（ｘ２，ｙ２）
Ｔ∈Ｒ２，因此，有 ‖Ｆ（ｔ，Ｘ１）－Ｆ（ｔ，Ｘ２）‖ ＝

｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜
｜ａ｜ ≤ Ｋ｜ａ｜｜ｘ１－ｘ２｜≤

Ｋ
｜ａ｜｜Ｘ１－Ｘ２｜，Ｌ＝

Ｋ
｜ａ｜．当０＜｜ｂ｜≤｜ａ｜≤｜ｃ｜或０＜｜ａ｜≤｜ｂ｜≤｜ｃ｜，有

‖Ａ‖＝ ｃ
ａ，‖Ａ

－１‖＝１，由｜ｃ｜Ｔ＜２｜ａ｜π，得 ｃ
ａＴ＜２π，即Ｔ‖Ａ‖＜２π，注意到Ｌ＝

Ｋ
｜ａ｜，则当式（３）成立

时，有：

Ｌ２ ‖Ａ－１‖２＋ ２Ｔ２

（２π－Ｔ‖Ａ‖）２
＋Ｔ

２{ }１２ ＝Ｋ
２

ａ２
１＋ ２Ｔ２

２π－Ｔ ｃ( )ａ
２＋
Ｔ２{ }１２ ＝

Ｋ２ １
ａ２
＋ ２Ｔ２

（２π｜ａ｜－Ｔ｜ｃ｜）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１
即式（２）成立，则方程（１）存在唯一的Ｔ－周期解．

当０＜｜ｂ｜≤｜ｃ｜≤｜ａ｜或０＜｜ｃ｜≤｜ｂ｜≤｜ａ｜，有‖Ａ‖ ＝１，‖Ａ－１‖ ＝ ａ
ｃ，由０＜Ｔ＜２π，得 Ｔ‖Ａ‖ ＜

２π，即Ｔ‖Ａ‖＜２π，注意到Ｌ＝Ｋ｜ａ｜，则当式（４）成立时，有：

Ｌ２ ‖Ａ－１‖２＋ ２Ｔ２

（２π－Ｔ‖Ａ‖）２
＋Ｔ

２{ }１２ ＝Ｋ
２

ａ２
ａ２

ｃ２
＋ ２Ｔ２

（２π－Ｔ）２
＋Ｔ

２{ }１２ ＝
Ｋ２ １
ｃ２
＋ ２Ｔ２

ａ２（２π－Ｔ）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１
即式（２）成立，则方程（１）存在唯一的Ｔ周期解．

当０＜｜ｃ｜≤｜ａ｜≤｜ｂ｜或０＜｜ａ｜≤｜ｃ｜≤｜ｂ｜，有‖Ａ‖ ＝ ｂ
ａ，‖Ａ

－１‖ ＝ ｂ
ｃ，由｜ｂ｜Ｔ＜２｜ａ｜π，得

ｂ
ａＴ＜２π，即Ｔ‖Ａ‖＜２π，注意到Ｌ＝

Ｋ
｜ａ｜，则当式（５）成立时，有：

Ｌ２ ‖Ａ－１‖２＋ ２Ｔ２

（２π－Ｔ‖Ａ‖）２
＋Ｔ

２{ }１２ ＝Ｋ
２

ａ２
ｂ２

ｃ２
＋ ２Ｔ２

２π－Ｔ ｂ( )ａ
２ ＋
Ｔ２{ }１２ ＝

Ｋ２ ｂ２

ａ２ｃ２
＋ ２Ｔ２

（２π｜ａ｜－Ｔ｜ｂ｜）２
＋ Ｔ

２

１２ａ{ }２ ＜１
即式（２）成立，因此方程（１）存在唯一的Ｔ－周期解．
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２　周期解的数值解法

２．１　微分方程的离散
下面用中心插商和线性插值把方程（１）离散成非线性方程组．

由于解的周期为Ｔ，可考虑区间［０，Ｔ］求解该问题，把［０，Ｔ］分成ｎ等份，即取节点ｔｉ＝
（ｉ－１）Ｔ
ｎ ，ｉ＝１，２，

…，ｎ，将一，二阶导数用中心差商来代替，有：

ｘ″（ｔｉ）＝
ｘ（ｔｉ－１）－２ｘ（ｔｉ）＋ｘ（ｔｉ＋１）

ｈ２
＋Ｏ（ｈ２）≈

ｘ（ｔｉ－１）－２ｘ（ｔｉ）＋ｘ（ｔｉ＋１）
ｈ２

ｘ′（ｔｉ）＝
ｘ（ｔｉ＋１）－ｘ（ｔｉ）

ｈ ＋Ｏ（ｈ）≈
ｘ（ｔｉ＋１）－ｘ（ｔｉ）

ｈ

其中，ｈ＝Ｔｎ，Ｏ（ｈ
２），Ｏ（ｈ）为误差，得到方程（１）的近似形式如下：

ａ（ｘｎ－２ｘ１＋ｘ２）
ｈ２

＋
ｂ（ｘ２－ｘ１）

ｈ ＋ｃｘ１＋ｇ（ｘ（ｔ１－τ））＝ｆ（ｔ１）

ａ（ｘｉ－１－２ｘｉ＋ｘｉ＋１）
ｈ２

＋
ｂ（ｘｉ＋１－ｘｉ）

ｈ ＋ｃｘｉ＋ｇ（ｘ（ｔｉ－τ））＝ｆ（ｔｉ）

ａ（ｘｎ－１－２ｘｎ＋ｘ１）
ｈ２

＋
ｂ（ｘ１－ｘｎ）

ｈ ＋ｃｘｎ＋ｇ（ｘ（ｔｎ－τ））＝ｆ（ｔｎ











 ）

（６）

其中，ｘｉ表示ｘ（ｔｉ）的近似值，ｉ＝２，…，ｎ－１，方程组（７）中利用了 ｘ０＝ｘｎ，ｘｎ＋１＝ｘ１，ｘ（ｔｉ－τ）还需做近似，这
里采用线性插值法，具体如下：

设ｍ＝ τ
ｈ ＋１，其中符号｜ａ｜表示不超过ａ的最大整数，即τ＝ｍｈ－ ｍ－τ( )ｈｈ在ｘｍ与ｘｍ＋１之间，当ｉ≥

ｍ＋１时，有 ｘｉ－τ＝（ｉ－ｍ－１）ｈ＋ ｍ－
τ( )ｈｈ，在ｘｉ－ｍ与ｘｉ－ｍ＋１之间，定义：

Ｋ（ｉ）＝ ｉ－ｍ，ｉ＝ｍ＋１，ｍ＋２，…，ｎ
ｉ－ｍ＋ｎ，ｉ＝１，２，…，{ ｍ

（７）

利用ｘ（ｔ）在ｔＫ（ｉ），ｔＫ（ｉ）＋１处的函数值对ｘ（ｔｉ－τ）进行线性插值，得ｘ（ｔｉ－τ）＝ａｘＫ（ｉ）＋ｂｘＫ（ｉ）＋１＋Ｏ（ｈ
２）≈αｘＫ（ｉ）＋

βｘＫ（ｉ）＋１，其中β＝ｍ－
τ
ｈ，α＝１－β，于是ｇ（ｘ（ｔｉ－τ））＝ｇ（ａｘＫ（ｉ）＋ｂｘＫ（ｉ）＋１＋Ｏ（ｈ

２））≈ｇ（αｘＫ（ｉ）＋βｘＫ（ｉ）＋１）．

令ｇｉ＝ｇ（αｘＫ（ｉ）＋βｘＫ（ｉ）＋１），并引进记号：ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ，ｇ（ｘ）＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｎ）

Ｔ，ｆ＝（ｆ（ｔ１），ｆ（ｔ２），…，
ｆ（ｔｎ））

Ｔ及：

Ｃ＝

ｃ－ｂｈ－
２ａ
ｈ２

ａ
ｈ２
＋ｂｈ ０ ０ … ０ ａ

ｈ２
＋ｂｈ

ａ
ｈ２

ｃ－ｂｈ－
２ａ
ｈ２

ａ
ｈ２
＋ｂｈ ０ … ０ ０

０ ａ
ｈ２

ｃ－ｂｈ－
２ａ
ｈ２

ａ
ｈ２
＋ｂｈ  ０ ０

      

０ ０ ０ ０ … ｃ－ｂｈ－
２ａ
ｈ２

ａ
ｈ２
＋ｂｈ

ａ
ｈ２
＋ｂｈ ０ ０ ０ …

ａ
ｈ２

ｃ－ｂｈ－
２ａ
ｈ





























２

可得方程组（６）的紧凑形式为：
Ｃｘ＋ｇ（ｘ）＝ｆ （８）
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　　由于二阶中心插商的误差和线性插值的误差是Ｏ（ｈ２）［７］，而一阶中心插商的误差是Ｏ（ｈ），从而可以预
知由方程组（８）得到的数值解的误差与Ｏ（ｈ２）和Ｏ（ｈ）有关．
２．２　牛顿法求解

牛顿法是解非线性方程组的Ｆ（ｘ）＝０（ｘ∈Ｒｎ，Ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ）的常用方法之一［８］，此处用Ｃ－１ｆ作为初始解，
应用牛顿法求解方程组（８）的步骤如下：
１）求解Ｃｘ（０）＝ｆ，得到ｘ（０），即先不考虑方程组（８）中的非线性项，由于Ｃ是稀疏的循环矩阵，这一步的

计算量为Ｏ（ｎ），令ｑ＝０；
２）计算Ｆ（ｘ（ｑ））＝Ｃｘ（ｑ）＋ｇ（ｘ（ｑ））－ｆ及任意向量范数‖Ｆ（ｘ（ｑ））‖，若‖Ｆ（ｘ（ｑ））‖＜ε，其中ε为事先给

定的充分小的正数，则 珓ｘ＝ｘ（ｑ）即为所求的近似解，计算结束，否则转３）；
３）计算Ｆ′（ｘ（ｑ））＝Ｃ＋ｄｉａｇ（ｇ′１，ｇ′２，…，ｇ′ｎ）Ｃ１，其中ｇｉ′＝ｇ′（ｘ）｜ｘ＝αｘ

（ｑ）
Ｋ（ｉ）＋βｘ

（ｑ）
Ｋ（ｉ）＋１，Ｃ１为稀疏循

环矩阵，且：

［Ｃ１］ｉ，ｊ＝
α，ｊ－ｉ＝ｎ－ｍ或ｊ－ｉ＝－ｍ
β，ｊ－ｉ＝ｎ－ｍ＋１或ｊ－ｉ＝－ｍ＋{ １

　　４）求解Ｆ′（ｘ（ｑ））Δｘ（ｑ）＝Ｆ（ｘ（ｑ）），令ｘ（ｑ＋１）＝ｘ（ｑ）－Δｘ（ｑ），用ｑ＋１代替ｑ，转２）．由于Ｃ和Ｃ１都是稀疏矩
阵，从而Ｆ′（ｘ（ｑ））也是稀疏矩阵；牛顿法的每一步迭代计算量为Ｏ（ｎ）；为了防止出现无法终止的情况，可以
事先指定最高迭代次数．

３　数值算例

例１　用数值方法求方程：ａｘ″（ｔ）＋ｂｘ′（ｔ）＋ｃｘ（ｔ）＋ｓｉｎ（０．２ｘ（ｔ－τ））＝（－４ａ＋ｃ）ｓｉｎ（２ｔ）＋２ｂｃｏｓ（２ｔ）
＋ｓｉｎ（０．２ｓｉｎ（２（ｔ－τ）））的周期解，其中 ａ，ｂ，ｃ，τ为参数，ｇ（ｘ）＝ｓｉｎ（０．２ｘ）满足李普希兹条件，常数 Ｋ＝
０．２，确解为ｘ（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ）．

尝试用不同的参数ａ，ｂ，ｃ，τ及步长ｈ代入计算，取ε＝１．０ｅ－６，所需的迭代次数及数值解的部分误差如
表１所示，其中误差ｅ＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ｜珓ｘｉ－ｓｉｎ（２ｔｉ）｜表示精确解和数值解的最大误差，次数 ｑ表示牛顿法所需的
迭代次数．

表１　各参数下迭代次数及数值误差

４，２，２，π( )３ １，２，４，π
槡

( )３ １
５，
１
５，
１
５，
π
槡

( )２
ｈ ｑ ｅ ｑ ｅ ｑ ｅ

π
６４ １ ６．１０ｅ－２ ２ ７．９５ｅ－２ ２ ５．５０ｅ－２

π
１２８ １ ３．０８ｅ－２ ２ ３．９８ｅ－２ ２ ２．７９ｅ－２

π
２５６ １ １．５５ｅ－２ ２ １．９９ｅ－２ ２ １．４０ｅ－２

π
５１２ １ ７．７０ｅ－３ ２ １．００ｅ－２ ２ ７．００ｅ－３

π
１０２４ １ ３．９０ｅ－３ ２ ５．００ｅ－３ ２ ３．５０ｅ－３

数值解的误差与Ｏ（ｈ２）和Ｏ（ｈ）有关，结果与前面的分析吻合，牛顿法的收敛很快，所选的初始解是有

效的．图１是（ａ，ｂ，ｃ，τ）＝ ４，２，２，π( )３ ，ｎ＝１０２４时的数值解图形，从图１中可看到周期性．
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图１　近似解图形

４　结　语

讨论了一类时滞 Ｄｕｆｆｉｎｇ型方程周期解的存在唯一性和数值解法，其数值方法涉及数值微分和线性插
值，并且数值分析结果表明此处提出的数值解法是有效的，但关于牛顿法的收敛性，没有从理论上分析，需

要继续研究．
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