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摘 要:采用维纳过程对利息力累积函数建模，研究了连续支付的 n 年家庭收入保险现值的期望值在 3
种特殊的死亡假设下得到了现值期望值的具体表达式。

关键词:随机利率; 家庭收入保险; 维纳过程; 现值

中图分类号:O211． 6;F840． 6 文献标志码: A

常规的年金都是以人的生存为给付条件，按预先约定金额进行一系列给付的寿险保障问题所采用的利

率是确定的利率由于现实的利率和人的生命都是随机的( 双随机) ，所以有必要在随机的利率、随机的死亡

率假设下来研究年金问题，随机利率下年金的研究已经越来越成为精算领域的重要课题
［1-4］，这些成果都以

离散型为研究对象谢杰华研究了随机利率下的连续型生存年金
［5］，但这种年金是以人的生存为给付条件的

此处突破以人的生存为给付条件的限制，在双随机模型下研究了 n 年家庭收入保险，给出了 n 年家庭收入保

险现值的期望值，并且在 3 种特殊的死亡假设下给出了现值期望值的具体表达式。

1 随机利率下 n 年家庭收入保险的现值

T( x) 表示一个年龄 x 岁的人的未来余命，T( x) 的分布函数记为 FT ( t) = Pr( T( x) ≤t) ，T( x) 的概率密度

函数记为 fT ( t) 记 δ( t) 为时刻 t 的利息力，y( t) = ∫
t

0
δ( s) ds 表示时刻 t 的利息力累积函数，假设 y( t) 是独立

于 T( x) 的随机过程。
n 年家庭收入保险是指当被保险人在 n 年内死亡时开始提供年金给付，直至第 n 年的一种特殊年金假

设连续给付年支付额为 1，则 n 年家庭收入保险的现值 Y 为:

Y = e －y( T)·∫
n

T
e －y( t) dt ( T( x) ≤ n)

0 ( T( x) ＞ n
{

)

( 1)

2 n 年家庭收入保险现值的期望值

对利息力累积函数采用 wiener 过程建模，即假设:

y( t) = δt + σWt ( 2)

其中 δ 是常数利息力，σ 是常数，σ≥0，Wt 是标准的 wiener 过程，WtN( 0，t)

为了便于定理的证明，给出如下的结论
［6］( 证明见文献 6 ) : 在式 ( 1 ) 模型下，有 E［e － y( t) ］= e － δt + σ2t

2 ，

E［e － y( t) － y( s) ］= e － δ( s + t) + σ2
2 ( s + t + 2min( s，t) ) ．



研究 n 年家庭收入保险，得到了连续支付给付额为 1 的 n 年家庭收入保险现值的期望值。
定理 1 利息力累积函数采用 wiener 过程建模，即设 y( t) = δt + σWt，其中 δ 为常数利息力，σ 是常数，

σ≥0，那么对于连续支付给付额为 1 的 n 年家庭收入保险的现值 Y 的期望值有表达式:

E［Y］ = ∫
n

0

e ( 1
2 σ2－δ) n+ ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 － δ

·fT ( t) dt

证明 由于 y( t) 独立于 T( x) ，因此，有条件概率:

E［Y | T( x) = t≤ n］ = E［e －y( T)·∫
n

T
e －y( s) ds | T( x) = t≤ n］ =

E［∫
n

t
e － ( y( s) +y( t) ) ds］ = ∫

n

t
E［e － ( y( s) +y( t) ) ］ds = ∫

n

t
e －δ( s+t) + 1

2 σ2( s+t+2min( s，t) ) ds =

∫
n

t
e －δ( s+t) + 1

2 σ2( s+3t) ds = e ( 1
2 σ2－δ) n+ ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 － δ

E［Y］ = ∫
n

0
E［Y | T( x) = t≤ n］·fT ( t) dt = ∫

n

0

e ( 1
2 σ2－δ) n+ ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 － δ

·fT ( t) dt

3 特殊死亡假设下现值期望值的表达式

在精算学 3 种常见的死亡精算假设下，给出上述定理的具体表达式:

( 1) 死亡满足 de moivre 假设，假定 0 ＜ t ＜ ω － x 时，fT ( t) = 1
ω － x，其他情况下，fT ( t) = 0，其中 ω 为极大

年龄，则有结果:

E［Y］ = ∫
n

0

e ( 1
2 σ2－δ) n+ ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 －







δ
· 1
ω － xdt =

e ( 2σ2－2δ) n － e ( 1
2 σ2－δ) n

( ω － x) ( 1
2 σ2 － δ) 3

2 σ2 －( )δ
－ e ( 2σ2－2δ) n － 1

( ω － x) 1
2 σ2 －( )δ ( 2σ2 － 2δ)

=

1
2 σ2 －( )δ e ( 2σ2－2δ) n － ( 2σ2 － 2δ) e ( 1

2 σ2－δ) n + 3
2 σ2 －( )δ

( ω － x) 1
2 σ2 －( )δ 3

2 σ2 －( )δ ( 2σ2 － 2δ)

( 2) 假设死亡满足指数分布假设，假定 fT ( t) = λe － λt，其中 t∈［0，∞ ) ，λ ＞ 0，有:

E［Y］ = ∫
n

0

e ( 1
2 σ2－δ) n+ ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 － δ

·λe －λtdt =

λ
1
2 σ2 － δ

e ( 2σ2－2δ－λ) n － e ( 1
2 σ2－δ) n

3
2 σ2 － δ － λ

－ e ( 2σ2－2δ－λ) n － 1
2σ2 － 2δ －









λ =

λ 1
2 σ2 －( )δ e ( 2σ2－2δ－λ) n － ( 2σ2 － 2δ － λ) e ( 1

2 σ2－δ) n + 3
2 σ2 － δ －( )( )λ

1
2 σ2 －( )δ 3

2 σ2 － δ －( )λ ( 2σ2 － 2δ － λ)

( 3) 死亡满足年度均匀分布假设，即假定在每个保单年度内死亡是均匀发生的，［0，∞ ) = ∪
∞

j = 0
［j，j + 1) ，
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则在每个［j，j + 1) 上，T( x) 服从均匀分布，所以有 fT ( t) = Σ
∞

j = 0
I［j，j + 1) ( t) ． jpxqx + j 其中，I［j，j +1) ( t) 是示性函

数，qx 表示 x 岁的人将在未来一年内死亡的概率，j px 表示 x 岁的人在( x + j) 岁仍将活着的概率。

E［Y］ =Σ
n－1

j = 0
∫
j + 1

j

e ( 1
2 σ2－δ) n + ( 3

2 σ2－δ) t － e ( 2σ2－2δ) t

1
2 σ2 － δ

·fT ( t) dt =

Σ
n－1

j = 0

j px·qx + j

1
2 σ2 － δ

·
e ( 1

2 σ2－δ) n· e ( 3
2 σ2－δ) ( j + 1) － e ( 3

2 σ2－δ)( )j

3
2 σ2 － δ

－ e ( 2σ2－2δ) ( j + 1) － e ( 2σ2－2δ) j

2σ2 － 2


















δ

4 结 语

在寿险业实际使用的保险业务上建立模型，对其进行研究具有很现实的意义。可为寿险精算师对该业

务的定价、责任准备金的计算等提供理论、技术上的支持。有了现代计算机强大的计算功能，计算特殊死亡

假设下这类年金的现值不成问题。
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Family Income Insurance in n Years under Stochastic Interest Rate

CAI Jing-wei
( Basic Course Teaching Department，Jiangsu Polytechnic College of Agriculture and Forestry，

Jiangsu Zhenjiang 212400，China)

Abstract: In this paper，a model for the interest force accumulation function by Wiener process is established．
Based on the model，the expectation of present value of family income insurance in n years is given，and the
material expressions of the expectations of present value are given in three special mortality hypotheses．

Key words: stochastic interest rate; family income insurance; Wiener process; present value

责任编辑:李翠薇

校 对:田 静

762第 3 期 蔡井伟: 随机利率下的 n 年家庭收入保险


