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摘 要: 在非光滑 B-预不变凸性条件下，建立了一类多目标规划问题的混合型对偶模型的弱对偶和强

对偶结果．
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近年来，非光滑多目标优化已成为优化领域中的研究热点． 此处利用 Clarke 的非光滑理论［1］，在非光滑
B-预不变凸性条件下建立了一类非光滑多目标规划问题的混合对偶模型的弱对偶和强对偶定理． 结果对文
献［2-4］中部分结果进行了改进与推广．

1 预备知识

定义 1［1］ 实值函数 f: Rn→R 称为在点 u∈Rn 局部 Lipscitz，若存在 K ＞ 0 使得对于所有 x，y∈U( u) 都有
| f( x) － f( y) |≤K‖x － y‖． 若 Rn 上的每一点都是局部 Lipscitz，则函数 f 是局部 Lipscitz．

定义 2［1］ f 是 局 部 Lipscitz 函 数，f 在 x 方 向 为 v∈ Rn 的 Clarke 广 义 方 向 导 数 为: f° ( x; v ) =

limsup
y→x
t→0

f( y + tv) － f( y)
t ，f 在 x 的 Clarke 广义梯度为: f( x) = { ξ∈Rn | f°( x; v) ≥［ξ; v］，v∈Rn} ．

定义 3［1］ 设 f 是 X 上的局部 Lipschits 函数，y∈X 且 f 在 y 正则，称 f 在 y∈X 时是关于 η 和 b 的 B －
预不变凸函数． 若x∈X，b: X × X ×［0，1］→R + ，且 lim

λ→0
b( x，z，λ) = b ( x，z，0 ) ＞ 0，b ( x，y，0) ［f( x) －

f( y) ］≥［η( x，y) ，ξ］，ξ∈f( y) ．
考虑下面的多目标规划问题( MP) 和混合对偶模型( MD) :
( MP) min f( x) = ( f1 ( x) ，f2 ( x) ，…，fk ( x) )

s． t． gj ( x) ≤0; j = 1，2，…，m
hs ( x) = 0; s = 1，2，…，p

( MD) max φ( y，μ，ν) = f( y) +［μTg( y) + νTh( y) ］e
s． t． 0∈λTf( y) + μTg( y) + νTh( y) ，x∈D ( 1)

μTg( y) + νTh( y) ≥0，y∈X ( 2)
0≠λ∈Rk

+ ，λTe = 1，e = ( 1，1，…，1) T∈Rk ( 3)

μ∈Rm
+ ，ν∈Rp ( 4)

2 主要结论及其证明

定理 1 设x∈ D，若存在λ∈ Rk
+ ，μ∈ Rm

+ ，ν∈ Rp 满足 K － T 条件: 0∈Σ
i∈I

λ ifi ( x) + Σ
j∈J

μ jgj ( x) +



Σ
s∈S

νshs ( x) ; μ jgj ( x) = 0，j∈ J; λ≥0，μ≧0． 且满足: ( ⅰ) fi ( i∈I) 在x上关于 η 和 b 是 B － 预不变凸函数，

x，z∈X，lim
λ→0

b( x，z，λ) = b( x，z，0) ＞ 0，S1 = { s: νs ＞ 0} ，S2 = { s: νs ＜ 0} ，gj ( j∈J) 和 hs ( s∈S1 ) 在x上关于相

同的 η 和 b 是 B － 预不变凸函数，hs ( s∈S2 ) 在x上关于相同的 η 和 b 是 B － 预不变凹函数; ( ⅱ) b( x，x) ＞ 0，

x∈D; ( ⅲ) fi，gj，hs1，－ hs2正则，则x是( MP) 的弱有效解．
证明 设x不是( MP) 的弱有效解，则存在x̂∈D，有: fi ( x̂) ＜ fi ( x) ; gj ( x̂) － gj ( x) ≤0; hs ( x̂) － hs ( x) =0． fi 在

x上为 B －预不变凸函数，b( x̂，x，0) ［fi ( x̂) － fi ( x) ］≥［η( x̂，x) ，αi］，αi∈f( x) ，则［η( x̂，x) ，λiαi］＜0． 又因为

gj 和 hs ( s∈S1 ) 在x上是 B －预不变凸函数，hs ( s∈S2 ) 在x上是 B －预不变凹函数，有 ［η( x̂，x) ，μjβj］≤0，βj∈
g( x) ，j∈J( x) ; ［η( x̂，x) ，νsγs］≤0，γs∈hs ( x) s∈S1 ( x) ; ［η( x̂，x) ，νsγs］≤0，γs∈hs ( x) s∈S2 ( x) ．

由 fi，gj，hs1，－ hs2正则，联合上式有: ［η( x̂，x) ，Σ
i∈I
λ iαi + Σj∈J

μ jβ j + Σ
s∈S
νsγs］＜ 0，与原假设矛盾．

下面考虑混合型对偶问题( MP) ，建立弱对偶和强对偶定理．
定理 2( 弱对偶定理) x 和( y，λ，μ，ν) 分别为( MP) 和( MD) 的可行解，若 λTf + μTg + νTh 在 y 上关于 η 和

b 为 B －预不变凸函数，y，z∈X，lim
λ→0

b( y，z，λ) = b( y，z，0) ＞0，且 fi，gj，hs1，－ hs2正则，则有 f( x) ≮φ( y，μ，ν) ．

证明 假设 f( x) ＜ φ( y，μ，ν) ，由式( 3) 有 λT f( x) ＜ λT f( y) + μTg( y) + νTh( y) ，因为 x 和( y，λ，μ，ν) 分
别为( MP) 和( MD) 的可行解，则有 gj ( x) ≤0 ( j = 1，2，…，m) ; hs ( x) = 0 ( s = 1，2，…，p) ． 又因为 μ∈Rm

+ ，ν∈
Rp，则 μTg( x) + νTh( x) ≤0． 联合上式，有:

λT f( x) + μTg( x) + νTh( x) ＜ λT f( y) + μTg( y) + νTh( y)
λT［f( x) － f( y) ］+ μT［g( x) － g( y) ］+ νT［h( x) － h( y) ］ ＜ 0

因为 λT f + μTg + νTh 在 y 上关于 η 和 b 为 B － 预不变凸函数，由 fi，gj，hs1，－ hs2 正则及定理 1，有: b( x，y，0 )

［λT ( f( x) － f( y) ) + μT ( g( x) － g( y) ) + νT ( h( x) － h( y) ) ］≥［η( x，y) ，ξ］，b( x，y，0) ＞ 0 得 ［η( x，y) ，ξ］＜
0，ξ∈λf( y) + μg( y) + νh( y) ，与原假设矛盾．

定理 3( 强对偶定理) x为( MP) 的弱有效解，( MD) 满足 K-T 约束规格，存在λ∈Rk
+ λ≥0，μ∈Rm

+ ，ν∈Rp

使得( x，λ，μ，ν) 是( DMNOP) 可行解，有( MP) 和( MD) 的目标函数值相等． 进一步，若弱对偶条件成立，则( x，
λ，μ，ν) 是( MD) 的弱有效解．

证明 x为( MP) 的弱有效解，满足 K-T 约束规格，λ，μ，ν使: 0 ∈ Σ
i∈I

λ ifi ( x) + Σ
j∈J

μ jgj ( x) +

Σ
s∈S

νshs ( x) ; μ jgj ( x) = 0; λ≥ 0，μ ≧ 0． 显然，( x，λ，μ，ν) 是( MD) 的可行解． 设( x，λ，μ，ν) 不是( MD) 的弱

有效解，则 ( x̂，λ̂，μ̂，ν̂) 是( MD) 的可行解，f( x) + ［μTg( x) + νTh( x) ］e = f( x) ＜ f( x̂) + ［μ̂Tg( x̂) +

ν̂Th( x̂) ］e，这与弱对偶定理矛盾．
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Mixed Type Duality for a Class of Multi-objective Programming Problems
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Abstract: In this paper，mixed type dual model is researched for a class of multi-objective programming problems．
Weak duality theorem and strong duality theorem are established under the assumption of nonsmooth B-preinvexity．
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