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摘 要: 主要研究边值问题在脉冲影响下正解的存在性． 首先，证明了微分方程的解等价于脉冲积分方

程的解; 然后通过几个引理，得到了几个重要的定理; 主要结果拓广了已有的一些结果; 证明主要运用了锥

上的不动点定理．
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脉冲微分方程描述了在某一时刻突然改变其状态的过程． 这样的现象在现实中很常见，尤其在工程、物
理中． 近些年，脉冲微分方程已经成为非常重要的研究领域． 其中，边值问题:

u″( t) + λg( t，u( t － τ) ) = 0，t∈［0，1］，τ ＞ 0
u( t) = 0，t∈［－ τ，0］
u( 1) =

{
0

已经有许多文献研究它了． 然而，关于二阶脉冲时滞微分方程正解的存在性还没有相关的文献． 此处运用锥
上的不动点定理来研究正解的存在性．

考虑下例二阶脉冲时滞微分方程边值问题正解的存在性:
u″( t) + λf( t，u( t) ，u'( t) ，u( t － τ) ) = 0，t∈［0，1］，τ ＞ 0，t≠ tk
Δu t = tk = λHk ( u( tk ) ) ，－ Δu' t = tk = λLk ( u( tk ) ，u'( tk ) )

u( t) = 0，t∈［－ τ，0］，u( 1) = λΣ k = m

k = 1
λHk ( u( tk

{
) )

( 1)

并且满足以下条件:
( A1 ) f∈ C( ［0，1］× R+ × R+ × R+ ，R+ ) ，Hk，Lk ∈ C( R+ ，R+ ) ．
( A2 ) Δu t = tk = u( t +k ) － u( t －k ) ，－ Δu' t = tk = u'( t +k ) － u'( t －k ) ．

这里 tk 是一些固定点，并且满足 0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ t3 ＜… ＜ tk ＜… ＜ tm ＜ 1，u( t －k ) ，u( t +k ) 分别代表 u( t) 在 t = tk 的
左右极限． u'( t －k ) ，u'( t +k ) 分别代表 u'( t) 在 t = tk 的左右极限．

( A3 ) 3
4 ∫

1

0
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + 3

4 Σ
k = m

k = 1
Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ≤Σ t ＞ tk

H
k
( u( tk ) ) ，λ 是正实数．

1 主要引理

J =［0，1］\{ t1，t2，t3，…，tm} ，令 E = { u | u: ［－ τ，1］→R + ，使得 u( t) 在 t≠tk 是连续的，在 t = tk 是左连续，且
u( t +k ) 存在 k =1，2，…，m} ． E' = { u |u∈E: u'( t) 在 t≠tk 存在且连续，并且 u'( t +k ) ，u'( t －k ) 存在 k =1，2，…，m} ．

显然，E，E'都是实巴拿赫空间． 定义‖u‖E = max
0≤t≤1

‖u( t) ‖，‖u‖E' = max
0≤t≤1

{‖u‖E，‖u'‖E } 分别为它

们的范数．
定义 1 如果 u( t) ∈E'［－ τ，1］∩C2 ( J) ，当 t∈［0，1］时，u( t) ＞ 0 且满足式( 1) ，则称 u( t) 是边值问题



( 1) 的一个解．
定理 1 假设( A1 ) ( A2 ) 成立． u( t) ∈E'［－ τ，1］∩C2 ( J) 是问题 ( 1) 的解的充要条件是 u( t) ∈E'［－ τ，

1］是脉冲积分方程:

u( t) = λ［∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds +

Σ k = m

k = 1
G( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) + Σ t ＞ tk

Hk ( u( tk ) ) ］ ( 2)

的解． 其中 G( t，s) = s( 1 － t) ，0≤s≤t≤1
t( 1 － s) ，0≤t≤s≤{ 1．

证明 必要性． 假设 u( t) ∈E'［－ τ，1］∩C2 ( J) 是问题 ( 1) 解，如果 t1 ＜ t ＜ t2，从 t1 到 t 积分方程( 1) :

u'( t) － u'( t +1 ) = － λ∫
t

t1
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds ( 3)

从 0 到 t1 积分方程( 1) :

u'( t －1 ) － u'( 0) = － λ∫
t1

0
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds ( 4)

根据式( 3) ( 4) 可得:

u'( t) = u'( 0) － λ∫
t

0
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds － λ Σ

t1 ＜ t ＜ t2

L1 ( u( t1 ) ，u'( t1 ) )

重复以上过程可得:

u'( t) = u'( 0) － λ∫
t

0
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds － λΣ

t ＞ tk

Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ( 5)

积分式( 5) 得:

u( t) = u'( 0) t － λ∫
t

0
( t － s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ t ＞ tk

Hk ( u( tk ) ) －

λΣ k = m

k = 1
Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ( t － tk ) ( 6)

令 t = 1，有 u( 1) = u'( 0) － λ∫
1

0
( 1 － s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k = m

k = 1
Hk ( u( tk ) ) －

λΣ t ＞ tk
Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ( 1 － tk ) ．

因为 u( 1) = λΣ k = m

k = 1
Hk ( u( tk ) ) ，所以:

u'( 0) = λ∫
1

0
( 1 － s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ t ＞ tk

Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ( 1 － tk ) ( 7)

由式( 6) ( 7) 得:

u( t) = λ［∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + Σ k =m

k =1
G( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) + Σ t ＞ tk

Hk ( u( tk) ) ］

充分性． 如果 u( t) ∈E'［－ τ，1］是式( 2) 的解，则 Δu t = tk = λHk ( u( tk ) ) ，k = 1，2，…，m．
当 t≠tk，对式( 2 ) 求导得: u″ ( t) = － λf ( t，u ( t) ，u' ( t) ，u ( t － τ) ) ，则 u ( t) ∈C2 ( J) ，且 － Δu' t = tk =

λLk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ，k = 1，2，…，m． 有 u( t) = 0，t∈［－ τ，0］，u( 1) = λΣ k = m
k = 1 λHk ( u( tk ) ) ，定理证毕．

推论 1 对t，s∈［0，1］，则 min{ t，1 － t} G( s，s) ≤G( t，s) ≤G( s，s) ; 且
G( t，s)
G( s，s) ≥θ，t∈［θ，1 － θ］．

推论 2 对t，s∈［0，1］，则 G't ( t，s) = s，0≤s≤t≤1
1 － s，0≤t≤s≤{ 1，因此有 inf |G't ( t，s) | =

1
2 ，sup |G't ( t，s) | =1．

定义一个锥:
P∈ E'，P = { u∈ E: u( t) ≥ 0，u( t) ≥ θ‖u( t) ‖，t∈ J} ( 8)

定义一个算子 T: P→P．

( Tu) t =

0，－ τ≤ t≤ 0

λ［∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + Σ k = m

k = 1
G( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) +

Σ t ＞ tk
Hk ( u( tk ) ) ］，t∈

{
J

( 9)

引理 1 假设( A1 ) － ( A3 ) 都成立，则 T: P→P 是一个全连续算子．

证明 对u( t) ∈P，有‖Tu‖≤λ∫
1

0
G( s，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k = m

k = 1
G( tk，tk ) Lk ( u( tk ) ，
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u'( tk ) ) + λΣ t ＞ tk
Hk ( u( tk ) ) ≤ 1

4 λ∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + 1

4 λΣ
k = m

k = 1
G( t，s) Lk ( u( tk ) ，

u'( tk ) ) + λΣ t ＞ tk
Hk ( u( tk ) ) ．

Tu' ≤ λ∫
1

0
G't ( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k = m

k = 1
G't ( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ≤

λ∫
1

0
f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k = m

k = 1
Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) )

由( A3 ) 得:‖Tu‖E≥‖Tu'‖E，则‖Tu‖E' = max
0≤t≤1

{‖Tu‖E，‖Tu'‖E} =‖Tu‖E ．

因为 Tu = λ∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds +λΣ k =m

k =1
G( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) +λΣ t ＞ tk

Hk ( u( tk ) ) ≥

λθ∫
1

0
G( s，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λθΣ k = m

k = 1
G( tk，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) + λθΣ t ＞ tk

Hk ( u( tk ) ) ≥

θ‖Tu‖，所以 Tu∈P． 根据 Arzela-Ascoli 定理，T: P→P 是全连续算子．
引理 2 E 是一个 Banach 空间，KE 是一个锥． 假设 Ω1，Ω2 是 E 中的开紧集且Ω1Ω2，T: K∩( Ω2 \Ω1 )

→K 是全连续算子，使得: ( i) ‖Tu‖≤‖u‖，u∈K∩Ω1，且‖Tu‖≥‖u‖，u∈K∩Ω2，或( ii) ‖Tu‖≥
‖u‖，u∈K∩Ω1，且‖Tu‖≤‖u‖，u∈K∩Ω2 ． 则 T 在 K∩( Ω2 \Ω1 ) 中有一个不动点．

假定:

max fα = limsup
u→α

max
t∈J

f( t，u( t) ，u'( t) ，u( t － τ) )
u ，min fα = liminf

u→α
min
t∈J

f( t，u( t) ，u'( t) ，u( t － τ) )
u

max Hα ( k) = limsup
u→α

Hk ( u)
u ，min Hα ( k) = liminf

u→α

Hk ( u)
u

max Lα ( k) = limsup
u→α

Lk ( u，u')
u ，min Lα ( k) = liminf

u→α

Lk ( u，u')
u

这里 α 是 0 + 或 + ∞ ．

2 主要结果

定理 2 假设( A1 ) － ( A3 ) 成立，且满足:
( H1 ) max f0 ＜ ∞，max H0 ( k) ＜ ∞，max L0 ( k) ＜ ∞ ; ( H2 ) min f∞ ＞ 0． 则当:

λ∈
1

θmin f∞ sup∫
1

τ
G't ( t，s) ds

， 1
1
4 ( 1 － τ) max f0 + 1

4 Σ
k = m

k = 1
max L0 ( k) + Σ t ＞ tk

max H0 ( k






)

( 10)

时，边值问题( 1) 至少存在一个正解．
证明 T 是一个全连续算子如式( 9) 所定义． 根据式( 10) ，ε ＞ 0 使得:

1

θ( min f∞ － ε) sup∫
1

τ
G't ( t，s) ds

≤ λ≤

1
1
4 ( 1 － τ) ( max f0 + ε) + 1

4 Σ
k =m

k =1
( max L0( k) + ε) + Σ t ＞ tk

( max H0( k) + ε)
( 11)

固定 ε，由( H1 ) 知存在 R1 ＞ 0 使得当 0≤u≤R1 时，有 f( t，u( t) ，u' ( t) ，u( t － τ) ) ≤( max f0 + ε) u，Hk ( u) ≤
( max H0 ( k) + ε) u，Lk ( u，u') ≤( max L0 ( k) + ε) u． 令 Ω1 = { u∈E':‖u‖ ＜ R1 } ，则当 u∈P∩Ω1 时，有:

‖Tu‖≤λ∫
1

0
G( s，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k =m

k =1
G( tk，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) + λΣ t ＞ tk

Hk ( u( tk ) ) ≤

λ∫
1

0
G( s，s) ( max f0 + ε) u( s － τ) ds + λΣ k =m

k =1
G( tk，tk ) ( max L0( k) + ε) u + λΣ t ＞ tk

( max H0( k) + ε) u≤

λ( max f0 + ε) ∫
1－τ

0
G( s + τ，s + τ) u( s) ds + λΣ k =m

k =1
G( tk，tk) ( max L0( k) + ε) u + λΣ t ＞ tk

( max H0( k) + ε) u≤

λ ［( max f0 + ε) ∫
1－τ

0
G( s + τ，s + τ) ds +Σ k =m

k =1
G( tk，tk) ( max L0( k) + ε) +Σ t ＞ tk

( max H0( k) + ε) ］‖u‖≤

λ 1
4 ( 1 － τ) ( max f0 + ε) + 1

4 Σ
k =m

k =1
G( tk，tk) ( max L0( k) + ε) +Σ t ＞ tk

( max H0( k) + ε[ ]) ‖u‖≤‖u‖
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因为 min f∞ ＞ 0，则存在R2 ＞ 0，使得当 u ＞ R2 时，f( t，u( t) ，u'( t) ，u( t － τ) ) ≥( min f∞ － ε) u．
取 R2 = max { R2，3R1 } ，令 Ω2 = { u∈E':‖u‖ ＜ R2 } ，当 u∈P∩Ω2 时，有:

‖Tu'‖ = λ sup
t∈J ∫

1

0
G't ( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds + λΣ k = m

k = 1
G't ( t，tk ) Lk ( u( tk ) ，u'( tk ) ) ≥

λ sup
t∈J ∫

1

0
G't ( t，s) f( s，u( s) ，u'( s) ，u( s － τ) ) ds≥

λ( min f∞ － ε) sup
t∈J ∫

1－τ

0
G'( t，s + τ) u( s) ds≥

λθ( min f∞ － ε) sup
t∈J ∫

1－τ

0
G'( t，s + τ) ds‖u‖≥

λ( min f∞ － ε) sup
t∈J ∫

1

τ
G'( t，s) ds‖u‖≥‖u‖

由引理( 2) 得，当 u∈P∩( Ω2 \Ω1 ) 时，T 有一个不动点，且 u( t) 是问题( 1) 的解，定理得证．
同理可以得到如下结论:
定理 3 假设( A1 ) － ( A3 ) 成立，且满足:
( H1 ) max f0 ＜ ∞，max H0 ( k) ＜ ∞，max L0 ( k) ＜ ∞ ; ( H2 ) min L∞ ( k) ＞ 0． 则当:

λ ∈
1

θmin L∞ ( k) sup
t∈J
Σ k =m

k =1
G't ( t，tk )

， 1
1
4 ( 1 － τ) max f0 + 1

4 Σ
k =m

k =1
max L0( k) + Σ t ＞ tk

max H0( k






)

时，边

值问题( 1) 至少存在一个正解．
定理 4 假设( A1 ) － ( A3 ) 成立，且满足
( H3 ) max f∞ ＜ ∞，max H∞ ( k) ＜ ∞，max L∞ ( k) ＜ ∞ ; ( H4 ) min f0 ＞ 0． 则当:

λ∈
1

θmin f∞ supt∈J
∫ 1
τ G't ( t，s) ds

，
1

1
4 ( 1 － τ) max f∞ + 1

4 Σ k = m
k = 1 max L∞ ( k) + Σ t ＞ tkmax H∞ ( k







) 时，边 值 问 题

( 1) 至少存在一个正解．
定理 5 假设( A1 ) － ( A3 ) 成立，且满足:
( H5 ) max f∞ ＜ ∞，max H∞ ( k) ＜ ∞，max L∞ ( k) ＜ ∞ ; ( H6 ) min L0 ( k) ＞ 0，则当:

λ∈
1

θmin L∞ ( k) sup
t∈J

Σ k = m
k = 1 G't ( t，tk )

，
1

1
4 ( 1 － τ) max f∞ + 1

4 Σ k = m
k = 1 max L∞ ( k) + Σ t ＞ tkmax H∞ ( k







) 时，边

值问题( 1) 至少存在一个正解．
定理 5 的证明类似于定理 2 的证明．
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q( A* ，A4 ) ＜ q( A* ，A5 ) ＜ q( A* ，A3 )
＜ q( A* ，A1 )

＜ q( A* ，A2 )

因为 d( q( A* ，A1 ) ，q( A* ，A3 ) ) ＜ d( q( A* ，A2 ) ，q( A* ，A3 ) ) ，所以 A* 与 A2 最为贴近，所以可以把 A* 归

为模式 A2 ．
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A Pattern Recognition Method of Interval-valued Fuzzy Set

XIA Hao-ran，HU Yong-pei
( School of Mathematical Sciences，Anhui University，Hefei 230039，China)

Abstract: This article uses fuzzy set theory to study the problem of pattern recognition． Based on the
determining coefficient fuzzy set，the concepts named“the distance of interval-value”and“nearly interval”are
proposed，and then the article gives two models of nearly interval． At last，the solution of examples proves the
possibilities and validity of this algorithm．
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Existence of Positive Solutions of Second-order
Impulsive Delay Differential Equation

WANG Hui-min，JIANG Wei
( School of Mathematical Science，Anhui University，Anhui Hefei 230039，China)

Abstract: This paper mainly studies the existence of boundary value under the influence of impulse，firstly
verifies that the solution of the differential equations is equivalent to the solution of pulse integral equation and then
obtains several important theorems through several lemmas． The main obtained results expand some results，which
mainly result from the use of a cone fixed point theorem．

Key words: positive solution; cone; fixed point; impulse
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