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　　摘　要 :在提出弯扭线的基础上 ,用曲面回扫方法结合刚体有限转动的有关理论研究超细长弹性杆的

空间结构及空间曲面图形的描绘 ,为分析弹性杆的自身接触问题和动力学性态的计算机数值仿真及其图形

后处理提供了模型和算法的支持.
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超细长弹性杆模型有着广泛的实际背景 ,电缆、绳索和纤维等都可以模型化为弹性细杆讨论并已有大

量的研究成果 [ 123 ] .自从 DNA三维螺弦结构模型提出以来 ,关于 DNA弹性细杆模型的研究工作已经取得了

不少成果 ,其中大多数是以 Kirchhoff理论为基础的研究.另外需要注意的是在弹性杆模型的研究中所采用

的数值方法 ,不管采用何种方式研究 ,结果都需要将 DNA的三维结构模拟出来 ,这样才能直观的表达分子的

空间拓扑结构 ,为了更加清晰表达 DNA螺弦的状态 ,需要用 DNA弹性杆的扭转来实现 ,下面采用 Matlab编

制计算程序对具有弯曲和扭转性能的弹性杆进行界面处理.

1　DNA弹性杆曲面的模型建立

设 O -ξηζ是惯性坐标系 ,弹性杆轴心曲线为空间中的 2阶以上的光滑空间曲线 [ 4 ]
:

r = r ( s) (1)

其中 s是弧长参数 ,在曲线上任一点 P建立曲线的 Frenet坐标系 P - NBT,其中 3个基矢量 T、N、B分别是曲

线 (1)的切向 ,主法线方向和副法线方向的单位矢量.借助于 Kirchhoff的动力学比拟方法 ,把超细长弹性杆

的表面看作一条刚性封闭的平面曲线点集Γ沿着空间曲线 r ( s)移动和旋转得到 [ 5 ] (图 1) .按照 Kirchhoff弹

性杆 [ 4 ]的假定 ,把弧长 s看作拟时间坐标 ,即将弹性杆曲面沿着弧坐标 s变化看作一条封闭的平面刚性曲线

Γ随“时间”s的匀速运动.设 X ( s)是Γ在“时刻”s的位置 ,它可以看作由点集Γ运动得到 ,则有 :

X ( s) =Q ( s) (X (0) - r (0) ) + r (0) + ( r ( s) - r (0) )

= Q ( s) (X (0) - r (0) ) + r ( s) (2)

其中 : X (0) =Γ, Q ( s)是由 X ( s) - r (0)所在平面到 X (0) - r (0)所在平面的旋转矩阵 , Q (0) = I.在式 (2)中

对 s微分得到 :

dX
ds

=
dQ
ds

(X (0) - r (0) ) + T ( s) (3)



图 1　弹性杆

　　注意到 Q ( s)是正交矩阵 ,利用 Q
T左乘方程组 (2)得到 :

X (0) - r (0) = Q ( s) T (X ( s) - r ( s) ) (4)

　　将式 (4)代入式 (3)得到求解曲面网线 X ( s)的微分方程初值问题 :

dX
ds

=
dQ
ds

Q ( s) T (X ( s) - r ( s) ) + T ( s) (5)

X (0) =Γ (6)

2　模型分析

2. 1　弯扭线概念的提出

仿真中 ,为区分弹性杆的扰性线 (中心线 )和形象的表达弹性杆的扭转概念 ,提出了弯扭线的概念 :即尚

未弯曲与扭转情况下与中心线平行的直杆边缘“母线”在扭转与弯曲后的形状.此“弯扭线”与弯曲后直杆的

中心线形成的对比 ,充分表达了围绕中心线缠绕与扭转的意思.根据文献“弹性杆的非线性力学”提出的弯

扭度的概念 ,采用弯扭线的概念来描述 DNA弹性细杆在空间弯扭后的拓扑结构.

现研究长度 L的细杆 ,将弹性杆横截面的几何中心连接成不自交的空间曲线 C1称为中心线 ,以空间固

定点为原点建立惯性坐标系 O -ξηζ,以细杆端点 p0为原点沿中心线建立弧坐标 s,并在曲线 C1上以任意点

P为原点建立主轴坐标系 P - xyz,其中 z轴为中心线的切线 ,也是杆的横截面的法线.当 P点沿中心线 C1以

单位速度朝弧坐标 s的正向运动时 ,截面以角速度ω相对 O -ξηζ转动.显然 ,截面内任意矢量的端点也随着

P点移动和绕切线转动而在空间划出一条轨迹 ,形成一条缠绕的空间曲线 ,称为“弯扭线”(图 2) .

图 2　弯扭线

2. 2　旋转矩阵应用的实例模拟

设 O - xl yl zl和 O - xk yk zk 是以 O为同一原点的不同坐标

系 ,对应的基向量分别为 el和 ek ,则同一矢量 aa可以用两种不

同的基表示为 :

a = e
T
l ·a

( l)
= e

T
k·a

( k)

其中 : a
( l)

, a
( k)为向量 a的坐标阵列.将上式后一等号的两边用

el点乘 ,得到 :

a
( l)

= A lk·a
( k)

其中 : A lk为 3 ×3标量矩阵 ,定义为 :

　　　　　　　　　　　A lk = el e
T
k = ( aij ) 3×3 (7)

由式 (7)可以判断 ,相同基之间的旋转矩阵为三阶单位阵 ,即 A ll (或 Akk ) = E,并且 A
- 1
lk =Ak l =A

T
lk ,与实际情

况相符合.

下面以一个算例来实现旋转矩阵的应用.

考虑直角坐标系 o - xyz的 o - xy平面上的圆 C:

r ( t) =

10 cos t

10 sin t

0

, 　 0 ≤ t≤ 2π

选择 o - xyz空间中的小圆环 c:

c ( t) =

10 + cosθ

0

sinθ
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下面考虑两种情况 :

(1) 让小圆环 c的圆心始终在大圆 C上 ,且在任意时刻 ,大圆 C都垂直小圆 c所在平面 ,小圆环在绕坐

标系原点 O沿大圆转动的同时自身不发生任何转动 ,此过程用到一个旋转矩阵 (图 3) .

(2) 让小圆环 c的圆心始终在大圆 C上 ,且在任意时刻 ,大圆 C都垂直小圆 c所在平面 ,小圆环在绕坐

标系原点 O沿大圆转动的任意时刻自身也以一定的速度绕大圆在该时刻的切线发生转动 ,此过程用到了两

个旋转矩阵 (图 4) .

用 matlab实现上述 (1)、(2)过程 ,仿真结果见图 5, 图 6.

2. 3　刚体的有限转动的欧拉定理

DNA弹性杆模型以其极端细长性和超大变形而完全不同于传统弹性力学的研究对象 ,也给 DNA结构

的图形描绘和动力学性质的数值仿真也增添了困难.在理论问题中 ,人们往往将弹性杆结构模型视为刚体

有限转动模型.

刚体的有限转动的欧拉定理 ,即 :

定理 1　刚体绕定点的任意有限转动可由绕过该点的某根轴一次转动某个有限角度来实现.

从欧拉定理不难看出 , DNA弹性杆横截面不同时刻的姿态均可由初始时刻 (弧坐标 s = 0)的圆截面绕某

个转动矢量作相应的一次有限转动来实现 ,这里的转动矢量和一次转动角的出现正是上文的“弯扭线”形成

的原因.

3　DNA弹性杆模型曲面的数值仿真

利用上文中的准备知识 ,给出 DNA弹性杆的图形描述.为简单起见 ,考虑圆截面弹性杆.在 Kirchhoff的

圆截面弹性杆的简化假设下 ,利用超细长圆截面杆的 Schrodinger方程 [ 6 ]
,得到曲率和挠率的微分方程组 [ 1 ]

:

dκ2

ds
2 -κτ -

m
2

2

- c1κ +
κ3

2
=

fn
A

(8)
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κdτ
ds

+ 2
dκ
ds
τ -

m
2

=
fb
A

(9)

其中

c1 =
h
2

-
m

2

4

m , h是材料和运动有关的常数.

将方程 (8)和方程 (9)与 Frenet - Serret方程 [ 1 ]

dΝ
ds

=τN -κT

dB
ds

= -τN

dT
ds

=κN

(10)

及式 (6)、式 (7)联立 ,得初值问题的微分方程组 [ 8 ]
,用 Runge2Kutta解得数值解 ,采用曲面回扫方法 [ 7 ]

,用

malab编制程序 ,可得弹性杆的中心线及具有弯扭度的表面网格 (图 7、图 8).
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Abstract:W ith the constantly deepening of China’s financial market reform and constantly perfecting of mar2
ket system and constantly comp leting of market resources allocation mechanism, it is very important to make

quantitative study on the whole movement situation of China’s stock market and to evaluate operation effect of

stock market. Based on the influence of stamp duty adjustment on the effect of the characteristics of the market

volatility index and the average level of trading volume, this paper analyzes the impact of China’s taxation sys2
tem arrangement on stock market and gives suggestions on establishing and comp leting China’s tax system of

stock market under p resent econom ic conditions.
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