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　　摘 　要 :对于处在平面复杂应力状态下的横力弯曲梁 ,当引入拉压不同模量后 ,结构内力计算成为非线

性问题 ;对拉压不同模量横力弯曲梁提出计算假定 ,推导单元中和轴公式并构造了算法 ;通过实例计算对比

分析不同模量与经典力学相同模量两种方法计算结果的差异 ,提出对该类结构计算的合理建议以及利用不

同模量对结构进行优化的结论.
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1　基本概念和假设

在不同模量力学理论中 ,假定不同模量材料是均匀的和各向同性的 ,材料各点的性质相同 ,没有最优.

但是 ,由于给定点 (或区域 )主应力σi ( i = 1, 2, 3)符号 (由结构和外荷载确定 )的不同 ,却表现出不同的弹性

性质. 当σi > 0时 ,相应的弹性模量和泊松比为 E
+和υ+

;当σi < 0时 ,相应的是 E
- 和υ-

. 假定所分析的材料

在任意应力状态下只发生弹性小变形 ,并服从连续介质力学的若干规律 ,其中包括平衡方程、几何方程、变

形连续方程等 ,与相同模量弹性力学的差别仅表现在应力与应变之间的物理关系中.

对横力弯曲梁单元采用平面假定 ,认为梁单元在弯矩和轴力联合作用下 ,横截面在变形后仍为平面 ,且

与梁轴正交. 在选择不同模量 E
+和 E

- 时 ,取用正应力σx 的符号 ,忽略剪应力τxy的影响. 这比根据主应力σi

的符号来决定 E
+和 E

- 给数值计算带来了若干方便.

由平面假设可知 ,在梁单元的横截面内可能是全拉区或全压区 ;亦可能截面上部是拉压而下部是压区 ,

或相反. 这是由梁单元各横截面上的弯矩 M 和轴力 N 决定的. 当在某截面上既有拉区又有压区时 ,其区域高

度 h1 和 h2 是一个重要参数.

图 1　梁单元

2　不同模量梁单元

不同模量梁单元的节点及其参数如图 1所示 ,其轴向位移和挠度分别

用零阶和一阶埃尔米特多项式表示 ,它们是 : u = N 1 ui + N 2 uj;υ = N 3υi +

N4θi +N5υj +N 6θj.

其中 , N 1 = 1 - x / l, N 2 = x / l, N 3 = 1 - 3x
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不同模量梁单元的正应变εx 由弯曲应变和拉、压应变组合 ,即εx = -
d

2
v

dx
2 y +

dμ
dx

,或表示为 :

εx =N ′1 ui - N ″3 yvi - N ″4 yθi + N ′2 uj - N ″5 yvj - N ″6 yθj =

[N ′1 - N ″3 y - N ″4 y + N ′2 - N ″5 y - N ″6 y ] { d} = [B ] { d}

式中 , { d} = [ ui viθi uj vjθj ]
T
, [B ] = [N ′1 - N ″3 y - N ″4 y +N ′2 - N ″5 y - N ″6 y ].

根据应变εx 的符号和弹性模量 E
+和 E

- 的不同 ,梁单元任意横截面的正应力σx ,应属于下列 4种情况

之一 (图 2) :

图 2　应力图

(1)全拉区 :εx > 0, 　σx = E
+εx , 　y∈[ - h /2, h /2 ].

(2)全压区 :εx < 0, 　σx = E
-εx , 　y∈[ - h /2, h /2 ].

(3)拉、压区 (拉压区 ) :εx > 0,σx = E
+εx , y∈ 0, h1 ;εx < 0,σx = E

-εx , y∈ - h2 , 0 .

(4)压、拉区 (压拉区 )εx < 0,σx = E
-εx , y∈ 0, h1 ;εx > 0,σx = E

+εx , y∈ - h2 , 0 .

不同模量梁单元的刚度矩阵 ,对拉压区分析 :

[ k ] = b E
- ∫

l

0
( ∫

0

- h2

[B ]
T

[B ]dy) dx + E
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l

0
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0
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　　应加以注意的是 ,梁单元各横截面的应力区的确定 (即确定ε′,ε″, h1 和 h2 ) ,依赖于梁的轴力和弯矩 ,通

常它们是 x的函数 ,因此上式中的ε′,ε″, h1 和 h2 对各截面是不同的. 为此 ,把梁单元沿长度分为若干段 ,视

段内的内力以及 h1 , h2 是常量. 于是 ,上列积分表示为 :

[ k ] = 6
M

n =1

E
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lq

lp
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　　将式 (1)积分 ,可以得到拉压不同模量梁单元的刚度矩阵. 若将 E
+

= E
-

= E; h1 = h2 =
h
2
代入刚度矩阵 ,

可得到熟知的相同弹性模量梁单元的刚度矩阵 [ k′].

3　分区高度 h1 和 h2

在不同模量横力弯曲梁算法中 ,要求给定或确定梁单元各截面的正应力符号及其分区类型 ,对拉压区

和压拉区还需计算 h1 和 h2.

设梁单元在某一分段内的平均弯矩为 M ,平均轴力为 N ,以拉压区为例 ,设分区高度分别为 h1 和 h2 ,截

面上、下边缘的正应变为ε′,ε″,根据平面假设 ,应分别满足下列非线性方程组和不等式 :

bE
+ε′h1 + bE

- ε″h2 = 2N; bE
+ε′h2

1 - bE
- ε″h2

2 = 3M - 3N ( h1 - h /2)

h1 + h2 = h;ε′h2 = - ε″h1 ;其中ε′> 0,ε″< 0, h1 , h2 ∈ (0, h)

由此求得受拉区高度为 :
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h1 = hp = -
B
3A

+
(1 - 3 i) J

3 ×22 /3 ×A ×
3
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3
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2

+
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3

F + 4J
2
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2

6 ×2
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其中 , A = 2 N ( E
+ - E

- ) ; B = - 3 M ( E
+ - E

- ) - 2E
-

h N ; C = - 6E
-

h (N h +M ) ; D = E
-

h
2 (2 N h + 3M ) ,

J = - B
2

+ 3AC; F = - 2B
2

+ 9AB C - 27A
2
D.

4　计算方法和算例分析

4. 1　计算方法

在不同模量横力弯曲梁的算法中 ,取用了与相同模量一样的单元位移函数 ,对不同模量问题它是近似的 ,

亦采用 { Re } = [N ]
T

{ p}计算节点荷载. 显然 ,它与相同模量问题不同 ,近似的位移函数给节点荷载以误差. 单元

刚度矩阵 [ k ]的公式与相同模量也不同. 由于 E
+ ≠E

-
,梁的中性层不在梁高的 h /2处 ,此处通过截面上的内

力M , N来确定横截面的分区高度 h1 , h2. 但是 ,在确定 h1 , h2 之前 ,并不知道各截面的M , N. 因此 ,采用逐次迭

代法 ,即利用上一次的M
n - 1

, N
n - 1来确定本次计算的 h1

n
, h2

n 和分区 ,通过本次各步骤的计算将得到本次的

M
n
, N

n
,进一步将利用M

n
, N

n 来确定 h1
n + 1

, h2
n + 1和分区以及M

n + 1
, N

n + 1
,以此类推. 不妨 ,在第一次计算时 ,

假定每一横截面的分区高度为 h1 = h2 = h /2,计算单标刚度 ,可求得位移解 { u1 }. 然后 ,由 { u1 }按一般方法求

得杆端力 ,进而求得各横截面上的内力M , N. 再确定各横截面的分区高度 h1 , h2 ,这样又可计算各杆刚度 ,以

求得新的一组位移解 { u2 } ,以此类推 ,直至对于选定的位移误差控制参数满足 | ui + 1 - ui | <λ为止.

4. 2　算 　例

如图 3,简支梁受均布荷载作用 ,用经典力学同模量理论、拉压不同模量理论分别计算.已知分两种情况 :

情况 1: E = 0. 5 ( E
+ + E

- ) = 2. 55 ×107 不变 ,改变 E
+及 E

-
;

情况 2: E
-

= 2. 55 ×10
7
,改变 E

+及 E,取 E
+

/ E
-

= 1 /4, 1 /3. 5, 1 /3, ⋯, 3. 5, 4 (仅列出部分结果 ) .

表 1　经典力学同模量理论梁 ( x = 1. 5 m )截面的中性轴、应力、挠度

E
+

/ E
-

E
+

/ ( kN /m2 ) E
-

/ ( kN /m2 ) hp /m σ+
xmax / ( kN /m2 ) σ-

xmax ( kN /m2 ) τ+
xy / ( kN /m2 ) τ-

xy / ( kN /m2 )
挠度

υ/m ( y = 0)

1. 0 2. 55E + 7 2. 55E + 7 0. 22 8 762. 9 - 8 762. 9 217. 9 217. 9 3. 17E - 3

表 2　拉压不同模量弹性梁 ( x = 1. 5 m )截面的中性轴、应力、挠度 (情况 1)

E
+

/ E
-

E
+

/ ( kN /m2 ) E
-

/ ( kN /m2 ) hp /m σ+
xmax / ( kN /m2 ) σ-

xmax ( kN /m2 ) τ+
xy / ( kN /m2 ) τ-

xy / ( kN /m2 )
挠度υ/m

( y = 0)

1. 0

1 /1. 5

1 /2

1 /2. 5

2. 55E + 7

2. 04E + 7

1. 70E + 7

1. 46E + 7

2. 55E + 7

3. 06E + 7

3. 40E + 7

3. 65E + 7

0. 220

0. 242

0. 258

0. 270

8 762. 9

7 950. 1

7 486. 8

7 164. 9

- 8 762. 9

- 9 756. 9

- 10 562. 9

- 11 278. 1

217. 9

203. 6

193. 7

186. 8

217. 9

234. 1

247. 3

257. 9

3. 17E - 3

3. 37E - 3

3. 50E - 3

3. 75E - 3

表 3　拉压不同模量弹性梁 ( x = 1. 5 m )截面的中性轴、应力、挠度 (情况 2)

E + / E - E + / ( kN /m2 ) E - / ( kN /m2 ) hp /m σ+
xmax / ( kN /m2 ) σ-

xmax ( kN /m2 ) τ+
xy / ( kN /m2 ) τ-

xy / ( kN /m2 )
挠度υ/m

( y = 0)

1 /1. 5

1 /2

1 /2. 5

2. 04E + 7

1. 70E + 7

1. 46E + 7

3. 06E + 7

3. 40E + 7

3. 65E + 7

0. 242

0. 258

0. 270

7 950. 1

7 486. 8

7 164. 9

- 9 756. 9

- 10 562. 9

- 11 278. 1

203. 6

193. 7

186. 8

234. 1

247. 3

257. 9

3. 37E - 3

3. 50E - 3

3. 75E - 3

532第 3期 申加辉 :拉压不同模量横力弯曲梁的算法



4. 3　结果分析

(1)当材料的拉压弹性模量改变时 ,梁的中性轴呈有规律的变化 ,见表 1,随着 E
+的增加 ,受拉区高度减

少 ,反之则增加. 随着 E
+

/ E
- 的比值增加 ,中性轴偏移的速率逐渐变小.

(2)由于计入了不同模量 ,截面的正应力及剪应力变化规律 ,不同于同模量的正应力及剪应力. 同模量

的正应力及剪应力对称于中性轴 ,而不同模量的正应力及剪应力不对称于中性轴. 以中性轴为界 ,不仅拉区

的正应力及剪应力面积不等于压区正应力及剪应力 ,且对应的拉、压区相应点 ,其应力值也不相等.

(3)梁的正应力及剪应力均随着拉压模量比值的变化而变化 ,拉应力σ+
x 及拉区剪应力τ+

x 随着 E
+

/ E
- 减

小而减小 ,压应力σ-
x 及压区剪应力τ-

x 随 E
+

/ E
- 的减小而增加 ,这一结果完全吻合刚度调整内力的规律.

(4)当截面的总刚度不变 ,仅改变其分配 ,梁位移随着 E
+

/ E
- 的增大而增大 ,说明截面刚度的不均匀将

使位移增大. 当 E
+

/ E
- 在 1 /4～4之间变化时 ,不同模量与相同模量两种方法计算误差达 30%.

(5)情况 2见表 3,当 E
+

/ E
- 比值变化 ,而 E

- 不变 ,则截面平均模量已变化 ,其正应力响应随 E
+

/ E
- 的

变化规律 ,基本同情况 1. 说明应力对 E
+

/ E
- 的比值敏感 ,而对 E

+或 E
- 的绝对值不敏感. 增加材料的 E

+或

E
-

,而不改变 E
+

/ E
-

,并不能减小应力. 但对挠度 ,情况 2远比情况 1的误差大 ,当缩小 E
+

, E
+

/ E
-

= 1 /4与

同模量 E = E
+

= E
- 相比 ,两种方法的挠度误差已达 58%.
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Transverse bending beam algorithm of

different tension and compression modulus

SHEN Jia2hui
(Civil Engineering School, Chongqing University, Chongqing 400045, China)

Abstract:W ith regard to transverse bending beam under complex stress state in p lane,when different tension and

compression modulus is introduced, the pole bending rigidity is a function of internal force so that the calculation of struc2
tural internal force becomes nonlinear p roblem. Calculation supposition is put forward on different modulus of transverse

bending beam to deduce unit neutralizing axis formala and construct its algorithm. Through example calculation to com2
pare the difference of such two algorithms as the differntmodulus and modulus of classicalmechanics, reasonable sugges2
tion is pointed out for this kind of calculation and for using different modulus to op tim ize the structure.

Key words: different tension and comp ression modulus; transverse bending beam; neutral axis
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