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摘　 要:目的 为了研究函数型数据中响应变量的空间相关性,根据现有研究方法,对具有空间依赖性的函数型数据

进行研究,并提出其模型的贝叶斯估计方法。 方法 以典型空间自回归模型为基础,根据函数响应变量的空间依赖

性,假设响应变量和解释变量间存在内生关系,生成空间函数型自回归模型,通过主成分分析将模型中函数型部分

变为离散型,然后在给定先验情况下计算模型中参数的完全条件后验分布,使用贝叶斯 MCMC 方法进行估计。 结

果 使用联合 Gibbs 采样和随机游动的 Metropolis-Hastings 算法对模型中参数进行估计,通过模拟研究发现:不同参

数下模型的函数型系数以及其他参数的估计偏差和均方误差较小,由此验证了贝叶斯估计方法的有效性,同时将

空间函数型模型用于重庆市主城区新房平均价格的实证分析,结果表明所提出模型的贝叶斯估计方法是有效的。
结论 使用贝叶斯估计方法对模型中参数进行估计,在不同情况下函数型解释变量的估计效果一直都比较好,并且

随着样本量的增大,其估计效果也越来越好,可以认为使用贝叶斯估计方法对空间函数型自回归模型进行估计是

有效且可行的,同时通过实证分析说明重庆市主城区新房平均价格具有空间自相关性,而且会受到二手房挂牌量

的影响。
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Abstract 
 

Objective To
 

study
 

the
 

spatial
 

correlation
 

of
 

response
 

variables
 

in
 

functional
 

data 
 

according
 

to
 

existing
 

research
 

methods 
 

functional
 

data
 

with
 

spatial
 

dependence
 

were
 

studied
 

and
 

the
 

Bayesian
 

estimation
 

method
 

was
 

proposed.
 

Methods Based
 

on
 

the
 

typical
 

spatial
 

autoregressive
 

model
 

and
 

according
 

to
 

the
 

spatial
 

dependence
 

of
 

the
 

functional
 

response
 

variables 
 

the
 

spatial
 

function
 

autoregressive
 

model
 

was
 

generated
 

by
 

assuming
 

that
 

there
 

was
 

an
 

endogenous
 

relationship
 

between
 

the
 

response
 

variables
 

and
 

the
  

explanatory
 

variables.
 

The
 

functional
 

components
 

in
 

the
 

model
 

were
 

changed
 

into
 

discrete
 

types
 

by
 

the
 

principal
 

component
 

analysis 
 

and
 

then
 

the
 

complete
 

conditional
 

posterior
 

distribution
 

of
 

the
 

parameters
 

in
 

the
 

calculation
 

model
 

was
 

calculated
 

under
 

a
 

given
 

prior
 

condition.
 

The
 

parameters
 

in
 

the
 

model
 

were
 

estimated
 

using
 

the
 

Bayesian
 

MCMC
 

method.
 

Results The
 

Metropolis-Hastings
 

algorithm 
 

which
 

combined
 

Gibbs
 

sampling
 

and
 

random
 

walk 
 

was
 

used
 

to
 

estimate
 

the
 

parameters
 

in
 

the
 

model.
 

Through
 

simulation
 

research 
 

it
 

was
 

found
 

that
 

the
 

functional
 

coefficients
 

of
 

the
 

model
 

and
 

the
 

estimation
 

deviations
 

and
 

mean
 

square
 

errors
 

of
 

other
 

parameters
 

under
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different
 

parameter
 

models
 

were
 

small 
 

which
 

verified
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

Bayesian
 

estimation
 

method.
 

At
 

the
 

same
 

time 
 

the
 

spatial
 

function
 

model
 

was
 

applied
 

to
 

the
 

empirical
 

analysis
 

of
 

the
 

average
 

price
 

of
 

new
 

houses
 

in
 

the
 

main
 

urban
 

area
 

of
 

Chongqing.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

Bayesian
 

estimation
 

method
 

of
 

the
 

proposed
 

model
 

is
 

effective.
 

Conclusion The
 

estimation
 

effect
 

of
 

functional
 

explanatory
 

variables
 

using
 

Bayesian
 

estimation
 

method
 

to
 

estimate
 

the
 

parameters
 

in
 

the
 

model
 

is
 

always
 

better
 

under
 

different
 

circumstances 
 

and
 

its
 

estimation
 

effect
 

is
 

also
 

more
 

and
 

more
 

effective
 

as
 

the
 

sample
 

size
 

increases.
 

Thus 
 

it
 

can
 

be
 

considered
 

that
 

using
 

spatial
 

function
 

model
 

to
 

estimate
 

the
 

spatial
 

function
 

autoregressive
 

model
 

is
 

effective
 

and
 

feasible.
 

Meanwhile 
 

the
 

empirical
 

analysis
 

shows
 

that
 

the
 

average
 

house
 

price
 

of
 

new
 

houses
 

in
 

the
 

main
 

urban
 

area
 

of
 

Chongqing
 

has
 

spatial
 

autocorrelation 
 

and
 

it
 

will
 

be
 

affected
 

by
 

the
 

listing
 

volume
 

of
 

second-hand
 

houses.
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data
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Bayesian
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Gibbs
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1　 引　 言
近些年,随着科技的进步和发展,统计学研究中所

需的数据在收集和存储时也变得灵活多样,研究者收

集获取数据的方法以及数据的表现形式已经不同于往

日,有的数据以图像的方式呈现,并随着时间变化呈现

出函数型特征。 由于这些复杂数据的曲线呈现出函数

的特征,因此可以将它们看成关于时间或者空间的函

数,在统计学上将它们称为函数型数据 ( Functional
 

Data)。 函数型数据在生活中越来越常见,如温度、天气、
湿度、股票等。 由于所研究的样本数据是经过一个函数

过程而产生的,因此可以观测到这种特征的数据,在分析

时需要把观测到的数据看成一个整体进行分析。 与传统

数据分析不同的是,函数型数据分析[1] 能够分析离散型

和连续型数据,同时也能将有限维和无限维数据进行转

换,具有更强的普适性。
通过研究函数型数据的一些模型和方法,比如函

数型线性回归模型 ( FLM ) 和函数型主成分分析

(FPCA),可以认识到高维数据的动态演化规律,解析

复杂数据下的本质特征,对数据有更合理、更直观的研

究和解释。 关于函数型线性回归模型( FLM) 的研究,
James[2]在 2002 年提出一种方法,该方法将广义线性模

型(GLM)
 

扩展到某些预测变量是来自曲线或函数观

察值的情况,即函数逻辑回归和函数审查回归,并将它

们用于解决标准数据缺失的问题;Cai 等[3] 在 2006 年

对函数型数据线性回归分析中斜率函数的估计方法进

行了研究,他们发现在给定解释变量特定值的情况下,
回归模型中响应变量预测值的收敛速度是由预测的平

滑度和斜率函数之间的微妙相互作用决定的; Zhou
等[4]

 

在 2020 年的研究中,对随机缺失响应的泛函偏线

性模型分别构造了斜率函数、非参数分量和响应变量

均值估计量,同时建立了估计量的收敛速度,并对此进

行了模拟研究;Feng 等[5] 在函数回归中引入函数单指

数变化系数模型,并通过主成分分析和基函数逼近对

斜率函数和系数函数进行估计;Shi 等[6] 在研究了函数

线性分位数回归模型的充分性检验,并提出一种基于

函数主成分分析的非参数 U 过程检验统计量,证明了

在零假设下,检验统计量渐近地服从正态分布。 在实

际研究中发现,函数型数据在建模和分析时,除了需要

考虑解释变量与被解释变量之间的关系,还需要考虑

被解释变量具有空间依赖性的情况。
空间回归模型作为经典线性回归模型的推广,它

能处理截面数据变量间的相互依赖性。 在空间回归模

型中,空间自回归模型解决空间依赖性是通过考虑被

解释变量的空间自相关设置实现的。 空间自回归模型

作为空间计量经济学中比较重要的空间回归模型,可
以应用于经济、环境、统计等领域。 Lambert 等[7] 于

2010 年提出包含空间自回归模型空间计量方法的两步

有限信息最大似然估计法,最终得出随着空间自回归

自相关和样本量的增加,空间自回归计数估计器在偏

差方面比空间版本获得了增益;Cheng 等[8] 研究了部分

线性单指数空间自回归模型( PLSISARM)的广义矩估

计方法,并通过蒙特卡洛模拟表明估值器在有限样本

表现良好;Lam 等[9]在研究中通过指定空间权重矩阵,
将稀疏矩阵调整成为模型的稀疏空间权重矩阵估计

量,同时对股票数据的模拟和应用证实了这个程序的

良好性能;Rineda-Rios 等[10] 对空间自回归(SAR)模型

使用最小二乘法和最大似然法作为参数的估计方法,
并通过模拟研究评估所提出方法的性能;方丽婷[11] 在

2019 年的研究中将空间自回归模型与分位数相结合,
提出在正态先验和双指数先验条件下空间自回归分位

数回归模型的贝叶斯估计方法。 对于空间计量模型,
大多数学者使用极大似然估计和贝叶斯估计对模型未

知参数进行估计。 Qu 等[12] 在对空间自回归模型

(SAR)的研究中提出三种估计方法,分别是两阶段辅

助变量法(2SIV)、准最大似然估计法(QMLE)和广义矩

法(GMM),通过这些方法建立了估计渐近正态性以及
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相合性,并使用蒙特卡罗方法研究了有限个样本模型

的性质。
空间自回归模型和函数型数据分析在国内的研究

中已经比较普遍,而对于同时具有空间结构和函数型

特征的数据分析研究却相对较少。 徐登可等[13] 对部分

函数型空间滞后模型结合空间响应变量进行研究,提
出了模型的贝叶斯估计,并对加拿大气温数据进行实

证分析验证了贝叶斯方法的有效性;Shin 等[14] 在 2017
年结合函数型线性回归模型( FLM)在处理高维数据方

面的优势和空间自回归( SAR)模型在处理空间依赖方

面的 优 势, 提 出 了 空 间 函 数 型 线 性 模 型 ( Spatial
 

Functional
 

Linear
 

Model,
 

SFLM),并研究了 SFLM 的估

计方法;Ternynck[15]在 2014
 

年的研究中提出了函数型

数据回归模型在含有空间效应时的估计方法和应用;
Ahmed 等[16]提出了空间滞后模型(SLM)在函数型数据

框架中的扩展(FSLM 模型),并通过最大似然估计方法

对模型中的参数进行估计。
根据上述文献可知,由于函数型线性回归模型

(FLM)和函数型主成分分析( FPCA)可以对函数型数

据的特点进行全面剖析,所以函数型线性回归模型

(FLM)和函数型主成分分析( FPCA)通常作为大多数

学者研究函数型数据时的统计分析方式。 而在空间计

量方面的研究中,则以空间自回归模型( SAR)为例研

究模型中参数的估计方法。 对于具有空间结构的函数

型数据研究较少,且研究时模型的参数估计一般采用

极大似然估计和贝叶斯估计。 因此,利用贝叶斯估计

方法对具有空间依赖性的函数型数据进行分析,能够

使模型中参数的统计推断更加精确。
本文以贝叶斯估计为基础,考虑函数型数据中函

数响应变量的空间相关性,对具有空间依赖性的函数

型数据进行研究,构建了空间函数型自回归模型,通过

主成分分析以及 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法

相结合的混合算法研究函数型空间自回归模型的贝叶

斯估计,同时通过模拟研究验证贝叶斯估计方法的有

效性,最后对重庆市主城区 2018-11—2022-10 的新房

平均价格进行了实证分析。
 

2　 模型设计与构建
空间自回归模型解决空间依赖性是通过加入因变量

的空间自相关设置实现的,具体的空间自回归模型如下:
y= ρWy+Xβ+ε

其中,ε~N 0,σ2 In( ) 。 为了获取研究模型,需要考虑 n
个空间单元,它们属于固定的可数区域 D⊂Rn 中,接下

来从每个空间单元中观测得到一个响应变量 yi 和一个

函数型解释变量 X i t( ) , t∈T,取它在希尔伯特空间

L2 T( ) 里面的值,L2 T( ) 表示所有定义在 Τ 上的平方可

积函数构成的希尔伯特空间,Τ 是实数域 R 中的紧区

间,一般假设 Τ= 0,1[ ] 。
根据空间自回归模型,假设 yi 和 X i t( ) 之间存在内

生关系,就能得到在 Τ 上的函数型空间自回归模型:

yi = ρ∑
n

j = 1
w ijy j +∫1

0
X i t( ) β t( ) dt + εi

其中,β t( ) 是定义在 0,1[ ] 上的平方可积系数函数;ρ 是

未知的空间自相关系数且 ρ∈ 0,1[ ] ;w ij 是空间权重矩

阵 W 的第 i,j( ) 个元素,它代表 i 与 j 之间的权重,当 i=
j 时,w ij = 0。 在模型中,假设误差项 εi ~N 0,σ2( ) ,i = 1,
2,…,n;令 Y = y1,y2,…,yn( ) Τ,ε= ε1,ε2,…,εn( ) Τ,就
能将模型写成矩阵形式:

Y = ρWY +∫1

0
X i t( ) β t( ) dt + ε (1)

在这里 ε~
iid
N 0,σ2 In( ) ,i= 1,2,…,n。

对于模型中的 ∫1

0
X t( ) β t( ) dt 部分,

 

定义希尔伯特

空间 L2 T( ) 上的一个标准正交基为 φj,j∈Ν{ } ,这样就

能根据 K-L 定理可将 X t( ) 和 β t( ) 分解为

X t( ) = ∑
∞

j = 1
ξ jφj t( ) ,β t( ) = ∑

∞

j = 1
γ jφj t( )

其中,ξ j 是均值为 0,方差 E ξ2
j( ) = λ j 的不相关随机变

量,而 ξ j 和 γ j 可表示为

ξ j =∫1

0
X t( ) φj t( ) dt,γ j =∫1

0
β t( ) φj t( ) dt

根据上面的分解,将 X t( ) 和 β t( ) 代入 ∫1

0
X t( ) β t( ) dt ,

就能得到

∫1

0
Xi t( ) β t( ) dt = ∫1

0
∑

∞

k =1
ξikφk t( )( ) ∑

∞

j =1
γjφj t( )( ) dt =

　 ∑
∞

k = 1
∑

∞

j = 1
ξikγ j ∫1

0
φk t( ) φj t( ) dt( ) =

　 ∑
∞

k = 1
∑

∞

j = 1
ξikγ j〈φk,φj〉 = ∑

∞

k = 1
∑

∞

j = 1
ξikγ jδkj = ∑

∞

j = 1
ξijγ j

其中, 〈φk,φj〉 =∫1

0
φk t( ) φj t( ) dt 表示 φk 和 φj 在希尔伯

特空间 L2 T( ) 上的内积,δkj 是克罗内克尔符号。 这样

模型式(1)可以变为

Y = ρWY + ∑
∞

j = 1
ξ ijγ j + ε

根据函数型主成分分析,选取前 m 个主成分对模型进

行分析,上述模型可以近似等于

Y ≈ ρWY + ∑
m

j = 1
ξ ijγ j + ε

令 Z = ξij[ ] i×j, i = 1, 2, …, n; j = 1, 2, …, m; γ =

601
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γ1,γ2,…,γm( ) Τ,可将模型变为

Y≈ρWY+Zγ+ε
由于 ε~N 0,σ2 In( ) ,则模型的似然函数为

L ρ,γ,σ2 |Y,Z( ) ∝ A ·(σ2)
- n

2 ·exp -B
ΤB

2σ2{ }
其中,A= In-ρW,B=AY-Zγ,In 是 n 维单位矩阵。

3　 贝叶斯估计
在使用贝叶斯估计方法对模型中的未知参数进行

估计时,需要知道未知参数的先验分布。 对于模型中

未知参数的推断,本文采用马尔科夫链蒙特卡罗算法

(MCMC)对未知参数的后验分布进行抽样。 模型推断

前需对未知参数选取合适的先验分布。 先假设所有参

数是相互独立的,根据 LeSage 和 Pace[17] 的文章,假设

γ~N γ0,Σ γ( ) ,σ2 ~ IG c,d( ) ,其中超参数 γ0、Σ γ、c、d 都

是已知的,对于参数 ρ 通常假设它的先验分布为均匀

分布,即 ρ ~ U 1
ζmin

, 1
ζmax

( ) ,其中 ζmin、ζmax 分别为空间权

重矩阵 W 的最小特征值和最大特征值。
3. 1　 完全后验条件分布

当忽略参数先验中的常数项时,同时根据贝叶斯

定理就能将模型的参数联合后验分布以比例关系的形

式呈现如下:
π ρ,γ,σ2 |Y,Z( ) ∝L ρ,γ,σ2 |Y,Z( ) π ρ( ) π γ( ) π σ2( )

代入具体的参数先验分布和似然函数得到:

π ρ,γ,σ2 |Y,Z( ) ∝ A (σ2)
- n

2 exp -B
ΤB

2σ2{ } ×

　 (σ2)- c+1( ) exp -d
σ2{ } ×exp - 1

2
γ-γ0( ) ΤΣγ

-1 γ-γ0( ){ }
因为要使用 MCMC 算法进行抽样,需要知道每一

个参数的完全条件后验分布。 所以根据上面的先验分

布,可以推断出所有参数的完全条件后验分布,再利用

MCMC 算法进行抽样。 所求参数的完全条件分布

如下:

π γ| ρ,σ2,Y,Z( ) ∝exp - AY-Zγ( ) Τ AY-Zγ( )

2σ2{ } ×

　 exp - 1
2

γ-γ0( ) ΤΣ γ
-1 γ-γ0( ){ } ∝

　 exp
- 1

2
AY-Zγ( ) Τ σ2In( ) -1 AY-Zγ( ) -

　 1
2

γ-γ0( ) ΤΣ γ
-1 γ-γ0( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

大概可以看出应该是一个多元正态分布,所以需要对

里面进行配凑,将其配成一个多元正态分布。 展开里

面的多元正态分布项:
AY-Zγ( ) Τ σ2In( ) -1 AY-Zγ( ) =

　 γΤ 1
σ2Z

ΤZ( ) -γΤ 1
σ2Z

ΤAY( ) - 1
σ2Y

Τ AΤZ( ) γ+

　 YΤ AΤ σ2In( ) -1AY γ-γ0( ) ΤΣ γ
-1 γ-γ0( ) =

　 γΤΣ γ
-1γ-γΤΣ γ

-1γ0 -γ0
ΤΣ γ

-1γ+γ0
ΤΣ γ

-1γ0

将它们合并变形就可以看出 γ的完全后验条件分布是

多元正态分布,即

π γ| ρ,σ2,Y,Z( ) ~N γ⌒0,Σ

(

γ( )

其中, γ⌒0 = ZΤZ + σ 2Σ -1
γ( ) -1 ZΤAY + σ 2Σ -1

γ γ0( ) ,Σ

(

γ =
ZΤZ + σ 2Σ -1

γ( ) -1。
σ2 的完全条件分布为

π σ2 |ρ,γ,Y,Z( ) ∝(σ2)
- n

2 exp - AY-Zγ( ) Τ AY-Zγ( )

2σ2{ } ×

　 (σ2)- c+1( ) ×exp - d
σ2{ } ∝

　 (σ2)
- n

2 +c+1( ) ×exp - 1
σ2

AY-Zγ( ) Τ AY-Zγ( )

2
+d( ){ }

很容易就能看出 σ2 的完全后验条件分布是一个逆伽

玛分布,即
π σ2 | ρ,γ,Y,Z( ) ~ IG c⌒,d⌒( )

其中,c⌒ = n
2

+c,d⌒ = AY-Zγ( ) Τ AY-Zγ( )

2
+d。

ρ 的完全条件分布:

π ρ |γ,σ2,Y,Z( ) ∝ A ·exp - AY-Zγ( ) Τ AY-Zγ( )

2σ2{ }
由于行列(A= In -ρW)中含有未知参数 ρ,所以无法判

断出 ρ 的完全后验条件分布具体是什么分布。
 

3. 2　 贝叶斯估计的 Metropolis-Hastings 算法

已知参数 γ和 σ2 的完全条件分布分别为多元正

态分布和逆伽玛分布,故对其使用 Gibbs 采样方法抽样

获取随机数。 参数 ρ 的完全条件分布不是一个具体的

分布,它的分布也比较复杂,采用 Gibbs 抽取随机数比

较困难,所以本文选择随机游动的 Metropolis-Hastings
算法产生参数 ρ 的随机数。 在具体实践中,对函数型

空间自回归模型的抽样是抽取参数序列 ρ,γ,σ2( ) 的随

机数,本文是将 Gibbs 抽样方法和 Metropolis -Hastings
算法相结合,这种抽样方法是 Gilks 等[18] 提出的,称为

Metropolis-within-Gibbs 算法。
在对参数 ρ 使用随机游动的 Metropolis-Hastings 算

法进行抽样时,根据 LeSage 和 Pace[17] 在 2009 年的研

究,选择正态分布作为提议分布。 假设参数 ρ 目前值

为 ρ t( ) ,经过 t+ 1 次迭代,从提议分布 g ρ∗ | ρ t( )( ) =
f ρ∗ -ρ t( )( ) 中产生 ρ∗,转移过程为 ρ∗ = ρ t( ) +kv,v~
N 0,1( ) , k 为 转 移 参 数, 则 ρ∗ 的 接 受 概 率 为

α ρ∗,ρ t( )( ) = min 1,R{ } ,其中:
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R= π ρ∗ |γ,σ2( ) g ρ t( ) | ρ∗( )

π ρ t( ) |γ,σ2( ) g ρ∗ | ρ t( )( )
=

In-ρ∗W ·exp -
In-ρ∗W( ) Y-Zγ( ) Τ In-ρ∗W( ) Y-Zγ( )

2σ2{ }
In-ρ t( ) W ·exp -

In-ρ t( ) W( ) Y-Zγ( ) Τ In-ρ t( ) W( ) Y-Zγ( )

2σ2{ }
　 　 函数型空间自回归模型 MCMC 估计步骤如下:

步骤 1 　 给定参数的初始值 ρ 0( ) ,γ 0( ) ,σ2 0( )( ) ,
设 ρ t( ) ,γ t( ) ,σ2 t( )( ) 表示参数第 t 次迭代的结果。

步骤 2　 从 π γ| ρ t( ) ,σ2 t( )( ) 中抽取γ t+1( ) 。
步骤 3　 从 π σ2 | ρ t( ) ,γ t+1( )( ) 中抽取 σ2 t+1( ) 。
步骤 4　 根据均值分布 U 0,1( ) 中生成随机数 υ,接

下来从转移过程 ρ∗ = ρ t( ) +kv 里面生成 ρ∗,那么

ρ t+1( ) =
ρ∗,υ<α= min 1,R{ }

ρ t( ) ,其他{
里面的接受概率需要根据得到的最新参数进行计算,
即 ρ t+1( ) ,γ t+1( ) ,σ2 t+1( )( ) ,代入得接受概率为

R= π ρ∗ |γ t+1( ) ,σ2 t+1( )( ) g ρ t( ) |ρ∗( )

π ρ t( ) |γ t+1( ) ,σ2 t+1( )( ) g ρ∗ |ρ t( )( )
=

In-ρ∗W ·exp -
In-ρ∗W( ) Y-Zγ t+1( )( ) Τ In-ρ∗W( ) Y-Zγ t+1( )( )

2σ2 t+1( ){ }
In-ρ t( ) W ·exp -

In-ρ t( ) W( ) Y-Zγ t+1( )( ) Τ In-ρ t( ) W( ) Y-Zγ t+1( )( )

2σ2 t+1( ){ }
　 　 步骤 5　 令 t= t+1,重复上述步骤 2 至步骤 4,直到

所得的马尔科夫链收敛。
令 δ = ρ,γ,σ2( ) , 凭借上面的步骤生成的序列

δ 0( ) ,δ 1( ) ,δ 2( ) ,…,δ N( )( ) (假设迭代到 N 次收敛)不

仅是 一 个 马 尔 科 夫 链, 而 且 还 平 稳 分 布 收 敛 于

π ρ,γ,σ2 |Y,Z( ) 。

4　 数值模拟
下面通过数值模拟对上述构建的模型估计方法进

行有效性检验。 在对每个参数的估计结果进行模拟分

析时,计算出不同参数的后验均值和后验方差。 设置

空间权重矩阵:
W= w ij( ) n×n,w ij = 0. 3 i-j I i≠j( )

其中,1≤i,j≤n,w ij = 0 i= j( ) 。
在模拟研究时,需要将空间权重矩阵进行准化处

理,样本量设置为 n= 200,n= 300 和 n= 400 三种情况。
模型中自回归参数 ρ 设置不同值为 ρ = 0. 3,ρ = 0. 5,

ρ=0. 7,模型方差取 σ2 = 0. 25,σ2 = 0. 75,σ2 =1。 对于模型

中函数型部分,函数型系数定义为

β 1 t( ) = ∑
50

j = 1
b jφ j t( )

其中,b1 =0. 1,bj = 2 2 -1( ) j+1j-2,j≥2;φj t( ) = 2cos jπt( ) ;
β2 t( ) = 2sin πt / 2( ) +3 2sin 3πt / 2( ) 。

β1 t( ) 所对应的变量 X i t( ) 设置为

X i t( ) = ∑
50

j = 1
ζ ija jφ j t( )

其中,a j = -1( ) j+1 j-2α,α = 1 和 1. 5;φj t( ) = 2 cos jπt( ) ,
ζij 相互独立且同分布,服从分布 ζij ~U - 3 , 3[ ] 。

β2 t( ) 所对应的变量 X i t( ) 设置为

X i t( ) = ∑
50

j = 1
ξ jφ j t( )

其中,ξ j 是一个独立同分布的随机变量,它满足:
ξ j ~N 0, j-0. 5( ) π( ) -2( )

φj t( ) = 2 sin j-0. 5( ) πt( )

这样就可以生成两个函数型解释变量。
对于模型中参数先验分布中超参数的选择,本文

取γ0 = 0m,Σ γ = 10×Im,c= 1,d= 2;对于截断参数 m,这里

根据徐登可等[13] 的研究,使用函数型主成分分析方法

获取,即

m = min k:∑
k

i = 1
λ⌒ i / ∑

n

i = 1
λ⌒ i ≥ 90%{ }

数据在进行数值模拟时根据下面的式子生成响应变量

Y 的样本点。

Y= In -ρW( ) -1 ∫1

0
X1 t( ) β1 t( ) dt +∫1

0
X2 t( ) β2 t( ) dt +ε( )

其中,ε~N 0,1( ) 。
接下来利用所生成响应变量 Y 的样本点,使用

Gibbs 采样和随机游动 Metropolis - Hastings 算法中的

MCMC 算法对模型中的参数进行贝叶斯估计,即每个

模拟数据在进行 2
 

000 次迭代后产生的贝叶斯估计值。
在对研究的模型进行评估时,主要对择参数 ρ 和 σ2 取

不同值进行对比分析,并用参数的偏差和均方误差

(RMSE)来评估参数的估计效果。 当模型中参数的估计

偏差和均方误差值越小,表示模型参数的估计效果越

好;反之,当模型中参数估计偏差和均方误差值越大,
说明模型参数估算的效果越差。 其中均方误差用来评

估函数型系数 β t( ) 的估计效果,具体计算公式为

RMSE = 1
N∑

N

i = 1
β⌒ ti( ) - β ti( )( ) 2

其中,ti( i = 1,2, …,N, ti ∈ 0,1[ ] ) 表示函数型系数

β⌒ t( ) 计算的时间,N= 100。 同理,RMSE 越小则表明估计
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效果越好。
表 1—表 3 为分别取不同参数值进行横向和纵向

对比贝叶斯估计的结果,其中 Rbias 表示经过 2
 

000 次迭

代计算的未知参数贝叶斯估计值与给定值的偏差,RSD

则表示是未知参数贝叶斯估计值的标准差。

表 1　 ρ=0. 3 时模型参数的估计效果

Table
 

1　 Estimation
 

effect
 

of
 

model
 

parameters
 

when
 

ρ=0. 3

σ2 n
ρ σ2

Rbias RSD Rbias RSD

0. 25
200 0. 018

 

71 0. 258
 

52 0. 001
 

28 0. 236
 

83
300 0. 006

 

31 0. 318
 

05 0. 001
 

02 0. 237
 

67
400 0. 002

 

50 0. 224
 

52 0. 000
 

94 0. 237
 

06

0. 75
200 -0. 017

 

24 0. 609
 

52 0. 001
 

30 0. 737
 

03
300 0. 006

 

40 0. 318
 

14 0. 001
 

01 0. 376
 

51
400 0. 002

 

49 0. 224
 

62 0. 001
 

78 0. 245
 

84

1
200 -0. 015

 

72 0. 609
 

51 0. 001
 

31 0. 627
 

12
300 0. 006

 

32 0. 317
 

95 0. 001
 

03 0. 364
 

82
400 0. 002

 

25 0. 215
 

82 0. 000
 

78 0. 236
 

95

表 2　 ρ=0. 5 时模型参数的估计效果

Table
 

2　 Estimation
 

effect
 

of
 

model
 

parameters
 

when
 

ρ=0. 5

σ2 n
ρ σ2

Rbias RSD Rbias RSD

0. 25
200 0. 010

 

34 0. 181
 

42 0. 001
 

16 0. 134
 

52
300 0. 004

 

25 0. 116
 

15 0. 001
 

01 0. 113
 

76
400 0. 001

 

54 0. 127
 

32 0. 000
 

76 0. 087
 

06

0. 75
200 -0. 012

 

24 0. 179
 

54 0. 001
 

09 0. 414
 

53
300 0. 003

 

24 0. 108
 

44 0. 000
 

94 0. 174
 

68
400 0. 001

 

49 0. 084
 

73 0. 001
 

26 0. 104
 

15

1
200 -0. 011

 

73 0. 109
 

31 0. 000
 

83 0. 324
 

17
300 0. 004

 

13 0. 101
 

75 0. 000
 

65 0. 161
 

85
400 0. 001

 

25 0. 065
 

82 0. 000
 

78 0. 061
 

65

表 3　 ρ=0. 7 时模型参数的估计效果

Table
 

3　 Estimation
 

effect
 

of
 

model
 

parameters
 

when
 

ρ=0. 7

σ2 n
ρ σ2

Rbias RSD Rbias RSD

0. 25

200 0. 010
 

12 0. 160
 

82 0. 001
 

04 0. 113
 

62

300 0. 003
 

13 0. 107
 

16 0. 000
 

84 0. 101
 

46

400 0. 001
 

22 0. 104
 

23 0. 000
 

61 0. 065
 

12

0. 75

200 -0. 011
 

35 0. 159
 

64 0. 001
 

02 0. 224
 

25

300 0. 002
 

45 0. 106
 

24 0. 000
 

76 0. 123
 

28

400 0. 001
 

16 0. 071
 

42 0. 000
 

46 0. 101
 

67

1
200 -0. 010

 

26 0. 108
 

21 0. 000
 

74 0. 154
 

21
300 0. 003

 

02 0. 103
 

35 0. 000
 

54 0. 110
 

68
400 0. 001

 

08 0. 061
 

62 0. 000
 

32 0. 072
 

06

根据表 1—表 3 中未知参数的 Rbias 和 RSD 值,可以

看出用贝叶斯方法估计参数的效果比较理想,且估计

准确性也较好。 其中,随着参数 σ2 的不断增大,估计

偏差 Rbias 变得越来越小,未知参数的估计效果也是越

来越好的;随着参数样本量 n 的不断增大,估计偏差

Rbias 的变化呈不稳定,既有增大也有变小,而 RSD 却是

不断变小的,所以也能说明估计的准确性在变高;对于

空间位置参数 ρ,无论它怎样变化,Rbias 和 RSD 总是趋

于平稳,说明空间位置参数 ρ 无法影响贝叶斯估计的

有效性。 综上,使用贝叶斯方法对函数型空间自回归

模型进行估计,可以提高估计的准确性,同时也能证明

估计的有效性。
表 4 和表 5 所展示的是不同位置参数下函数型系

数 β1 t( ) 和 β2 t( ) 的贝叶斯估计结果,用均方误差 RMSE

来判定其估计效果。

表 4　 不同参数下函数型系数 β1 t( ) 的贝叶斯估计效果

Table
 

4　 Bayesian
 

estimation
 

effect
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β1 t( )
 

with
 

different
 

parameters

ρ σ2
RMSE

n= 200 n= 300 n= 400

0. 3

0. 25 0. 553
 

8 0. 436
 

5 0. 241
 

6

0. 75 0. 512
 

5 0. 368
 

1 0. 223
 

6

1 0. 463
 

2 0. 314
 

6 0. 217
 

3

0. 5

0. 25 0. 534
 

7 0. 436
 

6 0. 242
 

0

0. 75 0. 513
 

6 0. 367
 

9 0. 223
 

7

1 0. 452
 

8 0. 314
 

5 0. 217
 

2

0. 7

0. 25 0. 531
 

8 0. 433
 

2 0. 241
 

5

0. 75 0. 501
 

2 0. 368
 

1 0. 223
 

5

1 0. 463
 

2 0. 314
 

6 0. 216
 

9

表 5　 不同参数下函数型系数 β2 t( ) 的贝叶斯估计效果

Table
 

5　 Bayesian
 

estimation
 

effect
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β2 t( )
 

with
 

different
 

parameters

ρ σ2
RMSE

n= 200 n= 300 n= 400

0. 3

0. 25 0. 453
 

2 0. 321
 

3 0. 223
 

5

0. 75 0. 422
 

1 0. 287
 

1 0. 210
 

6

1 0. 321
 

2 0. 201
 

2 0. 190
 

4

0. 5

0. 25 0. 212
 

7 0. 401
 

8 0. 232
 

1

0. 75 0. 315
 

9 0. 321
 

4 0. 209
 

2

1 0. 347
 

4 0. 263
 

3 0. 192
 

6

0. 7

0. 25 0. 364
 

3 0. 324
 

3 0. 231
 

2

0. 75 0. 324
 

2 0. 246
 

4 0. 199
 

3

1 0. 262
 

2 0. 204
 

3 0. 184
 

5
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由表 4 和表 5 可知:随着模型中参数 σ2 和 ρ 的不

断增大,函数型系数 β1 t( ) 和 β2 t( ) 的均方误差(RMSE )
都是越来越小,说明模型中函数型系数的估计效果也

是越来越好。
图 1—图 4 是函数型斜率系数 β1( t)在不同参数条

件下的贝叶斯估计结果与原函数型斜率系数的对比

图。 图 5—图 8 是函数型斜率系数 β2( t)在不同参数条

件下的贝叶斯估计结果与原函数型斜率系数的对比

图。 根据图 1—图 8 可以看出:无论是针对斜率函数

β1( t)或是斜率函数 β2( t),它们的估计效果都不错,并
且 β1( t)的估计效果随着样本量的增大而逐渐变好,而
β2( t)的估计效果随着样本量的增大而逐渐变差。
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图 1　 ρ=0. 3,σ2 =0. 25,n=200 时的函数型系数

β1 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 1　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β1 t( )
 

when
 

ρ=0. 3,σ2 =0. 25,n=200
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图 2　 ρ=0. 5,σ2 =0. 75,n=200 时的函数型系数

β1 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 2　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β1 t( )
 

when
 

ρ=0. 5,σ2 =0. 75,n=200
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图 3　 ρ=0. 7,σ2 =1,n=200 时的函数型系数

β1 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 3　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β1 t( )
 

when
 

ρ=0. 7,σ2 =1,n=200
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图 4　 ρ=0. 5,σ2 =1,n=400 时的函数型系数

β1 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 4　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β1 t( )
 

when
 

ρ=0. 5,σ2 =1,n=400
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图 5　 ρ=0. 3,σ2 =0. 25,n=200 时的函数型系数

β2 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 5　 Bayesian
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results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β2 t( )
 

when
 

ρ=0. 3,σ2 =0. 25,n=200
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图 6　 ρ=0. 5,σ2 =0. 75,n=200 时的函数型系数

β2 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 6　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β2 t( )
 

when
 

ρ=0. 5,σ2 =0. 75,n=200
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图 7　 ρ=0. 7,σ2 =1,n=200 时的函数型系数

β2 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 7　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β2 t( )
 

when
 

ρ=0. 7,σ2 =1,n=200
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图 8　 ρ=0. 5,σ2 =1,n=400 时的函数型系数

β2 t( ) 的贝叶斯估计结果

Fig. 8　 Bayesian
 

estimation
 

results
 

of
 

functional
 

coefficient
 

β2 t( )
 

when
 

ρ=0. 5,σ2 =1,n=400

5　 实证分析
下面将模型中函数型响应变量应用的实际数据进

行估计,利用空间函数型自回归模型的贝叶斯方法对

重庆市主城区 2018-11—2022-10 的月度平均房价数

据进行分析。 图形中的结果是通过每月平均房价计算

得到的每年房价均价,图 9 展示的是 2021 年重庆市主

城九大区新房的成交均价,颜色越深房价越高。

N

S
W R

房价

015369
Mies

10000-12000
12000-14000
14000-17000
17000-21000

北碚区 渝北区

江北区沙坪坝区

南岸区

巴南区

大渡口区
九龙坡区

（单位：元）

图 9　 重庆市主城区新房平均价格空间分布图

Fig. 9　 Spatial
 

distribution
 

of
 

average
 

house
 

price
 

of
 

new
 

houses
 

in
 

the
 

main
 

urban
 

area
 

of
 

Chongqing
图 9 可以看出:房价的空间分布是不均匀的,在部

分地理相邻的区域有着类似的房价,这说明房价是一

个空间自相关变量。 接下来使用莫兰指数来证实。 根

据重庆市主城 9 个区的经纬度,通过 GeoDa 软件,以
Rook 邻接方式(车相邻)生成空间权重矩阵,将得到的

空间权重矩阵进行行标准化处理得到最终的空间权重

矩阵 W,然后使用 Stata 软件,利用下面的莫兰指数

(Moran’s
 

I)公式计算空间相关性

I = n

∑
i

∑
j
w ij

∑
i

∑
j
w ij xi - x-( ) x j - x-( )

∑
i

xi - x-( ) 2

其中,n = 9;w ij 表示空间权重矩阵 W 的 i,j( ) 元素。 莫

兰指数结果见表 6。 从表中可以看出:2018—2022 年,
每年重庆市主城区房价的莫兰指数都大于 0,所以可以

认为重庆主城区的房价存在空间相关性,即认为其存

在空间效应。

表 6　 2018—2022 年重庆市主城区房价莫兰指数

Table
 

6　 Moran
 

index
 

of
 

housing
 

prices
 

in
 

main
 

urban
 

area
 

of
 

Chongqing
 

from
 

2018
 

to
 

2022

年　 份 2018 2019 2020 2021 2022
Moran’s

 

I 0. 091 0. 083 0. 093 0. 133 0. 105

为了研究二手房价挂牌数量对新房房价的影响,这
里假设被解释变量 Y 为 2018-11—2022-10 重庆市主城

9 个区的新房平均价格的对数,函数型解释变量 X t( ) 为

2018—2022 年重庆市主城 9 个区的月度二手房挂牌量曲

线(数据来源于重庆链家网、安居客等房地产网站)。 然

后代入模型进行实证分析,其中构建的模型为

Y = ρWY +∫48

1
X t( ) β t( ) dt + ε,t = 1,2,…,48

接下来根据获取的数据以及上述模型,对重庆市主城

区新房价格进行模拟,同时通过本文提出的贝叶斯估

计方法和先验信息对模型中的未知参数进行估计,得
到空间自相关参数的估计为 ρ⌒ = 0. 586

 

3,σ⌒ 2 = 0. 824
 

2,
而函数型系数的估计结果见图 10。 从图中可以看出贝

叶斯估计后的曲线与原本的函数型系数曲线几乎重

合,说明贝叶斯估计的效果非常好,同时将它与重庆主

城区新房房价进行对比,会发现重庆主城区二手房挂

牌量在一定程度上能够影响新房房价,因为二手房价

格可能更低且不会有烂尾风险,所以重庆主城区二手

房挂牌量在空间上会对新房房价造成影响。

be
ta
X
t

0 10 20 30 40
t

0.20

0.10

0.00

图 10　 函数型自变量的斜率函数估计曲线

(注:红色虚线为估计值)
Fig. 10　 Slope

 

function
 

estimation
 

curve
 

of
 

functional
 

independent
 

variable
 

(note:
 

red
 

dotted
 

line
 

is
 

the
 

estimated
 

value)

同理,用偏差、标准差和均方误差来检验估计的有

效性和准确性,在迭代 2
 

000 次后,空间自相关参数 ρ
估计结果的偏差和标准差分别为 0. 012

 

47 和 0. 268
 

5,
而函数型系数 β t( ) 的估计均方误差 RMSE ≈0. 321
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是比较小的,所以可以认为在对空间函数型自回归模

型进行实证分析时,使用贝叶斯估计方法是不错的。

6　 结　 论
利用被解释变量与函数型解释变量在希尔伯特空

间上的内生关系,使用 K-L 定理研究了空间函数型自

回归模型的贝叶斯估计方法。 即对模型中的未知参数

采用 Gibbs 采样和随机游动的 Metropolis-Hastings 算法

进行估计,模型的模拟研究表明:随着模型中参数 σ2

和样本量 n 的不断增大,模型中未知参数的估计效果

也越来越好;在不同情况下,函数型解释变量的估计效

果一直较好,且随着样本量的增大,其估计效果变得越

来越好。
对重庆市主城区新房价格进行实证分析,通过

Stata 软件计算出莫兰指数(Moran’ s
 

I),证实了数据的

空间相关性,这样就能使用空间函数型自回归模型对

重庆市主城区新房价格进行建模和贝叶斯估计。 结果

显示:空间自相关参数以及模型方差的估计为 ρ⌒ =
0. 586

 

3,σ⌒ 2 = 0. 824
 

2,并且函数型系数的估计效果也非

常不错。 在使用贝叶斯估计方法后,模型中函数型系

数的均方误差都较小,则可以认为使用贝叶斯估计方

法对空间函数型自回归模型进行估计是有效且可行

的,同时也能说明重庆市主城区新房平均价格具有空

间自相关性,并且会受到二手房挂牌量的影响。 这种

建模方法在空间统计和空间计量经济学领域具有一定

的创新性,同样也可以考虑将这种贝叶斯估计方法应

用于其他同类型的模型和其他领域的研究。
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