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摘　 要:目的
 

针对轴上拖挂轮式移动机器人中的挂车对目标轨迹精确跟踪控制问题,提出了一种能够跟踪挂车理

想运动轨迹曲线相对曲率的双环控制方法。 方法
 

首先通过梳理轴上拖挂轮式移动机器人受到的非完整约束建立

出运动学模型,并通过欧拉-拉格朗日方程建立其动力学模型;然后利用运动学方程推导出挂车的理想运动轨迹曲

线的相对曲率和拖车与挂车理想偏航角之差之间满足的重要函数关系式;最后基于该核心关系式,利用姿态误差

系统的外环速度控制器和动力学模型的内环比例积分反馈控制器组成的双环控制方法来实现给定的跟踪任务。
结果

 

仿真结果表明,对于外环系统,外环速度控制器使得姿态跟踪误差在经过一段时间的变化后全都趋近于零,
实际的姿态变量最终稳定地趋近于目标姿态变量;对于内环系统,内环比例积分反馈控制器使得速度跟踪误差经

过短暂的调整后趋近于零,实际速度值最终稳定地趋近于参考的速度值。 结论
 

设计的双环控制器可以有效地实现

姿态跟踪和速度跟踪,能够使挂车精确地跟踪理想运动轨迹曲线,由于在姿态跟踪过程中引入了挂车运动轨迹曲

线的相对曲率,该方法可以极大地提高轨迹跟踪的精确度。
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Abstract 
 

Objective Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

of
 

precise
 

tracking
 

control
 

of
 

trailer
 

to
 

target
 

trajectory
 

for
 

a
 

tractor-trailer
 

wheeled
 

mobile
 

robot
 

with
 

an
 

on-axle
 

hitching 
 

a
 

double-loop
 

control
 

method
 

was
 

proposed 
 

which
 

can
 

track
 

the
 

relative
 

curvature
 

of
 

ideal
 

trajectory
 

curve
 

of
 

the
 

trailer.
  

Methods Firstly 
 

the
 

kinematics
 

model
 

of
 

tractor-trailer
 

wheeled
 

mobile
 

robot
 

with
 

an
 

on-axle
 

hitching
 

was
 

established
 

by
 

combing
 

the
 

nonholonomic
 

constraints 
 

and
 

its
 

dynamics
 

model
 

was
 

established
 

by
 

Euler-Lagrange
 

equation.
 

Then 
 

an
 

important
 

function
 

relation
 

between
 

the
 

relative
 

curvature
 

of
 

the
 

ideal
 

trajectory
 

curve
 

of
 

the
 

trailer
 

and
 

the
 

difference
 

between
 

the
 

ideal
 

yaw
 

angle
 

of
 

the
 

tractor
 

and
 

the
 

trailer
 

was
 

derived
 

by
 

using
 

the
 

kinematic
 

equation.
 

Finally 
 

based
 

on
 

the
 

core
 

relation 
 

a
 

double-loop
 

control
 

method
 

consisting
 

of
 

the
 

outer-
loop

 

speed
 

controller
 

of
 

the
 

attitude
 

error
 

system
 

and
 

the
 

inner-loop
 

proportional-integral
 

feedback
 

controller
 

of
 

the
 

dynamic
 

model
 

was
 

used
 

to
 

realize
 

the
 

given
 

tracking
 

task.
 

Results The
 

simulation
 

results
 

showed
 

that
 

for
 

the
 

outer-loop
 

system 
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the
 

outer-loop
 

speed
 

controller
 

made
 

the
 

attitude
 

tracking
 

error
 

all
 

approach
 

to
 

zero
 

after
 

a
 

period
 

of
 

change 
 

and
 

the
 

actual
 

attitude
 

variable
 

finally
 

approached
 

to
 

the
 

target
 

attitude
 

variable
 

stably.
 

For
 

the
 

inner-loop
 

system 
 

the
 

inner-loop
 

proportional-integral
 

feedback
 

controller
 

made
 

the
 

speed
 

tracking
 

error
 

approach
 

to
 

zero
 

after
 

a
 

short
 

adjustment 
 

and
 

the
 

actual
 

speed
 

value
 

finally
 

approached
 

to
 

the
 

reference
 

speed
 

value
 

stably.
 

Conclusion The
 

designed
 

double-loop
 

controller
 

can
 

effectively
 

realize
 

attitude
 

tracking
 

and
 

speed
 

tracking 
 

and
 

make
 

the
 

trailer
 

accurately
 

track
 

the
 

ideal
 

trajectory
 

curve.
 

Because
 

the
 

relative
 

curvature
 

of
 

the
 

trailer
 

trajectory
 

curve
 

is
 

introduced
 

in
 

the
 

attitude
 

tracking
 

process 
 

this
 

method
 

can
 

greatly
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

trajectory
 

tracking.
Keywords tractor-trailer

 

wheeled
 

mobile
 

robot 
 

trajectory
 

tracking 
 

curvature 
 

double-loop
 

control

1　 引　 言

轮式移动机器人是一种通过驱动轮子转动完成运

动任务的机械结构,在现实中有着广泛的应用,如以两

轮式倒立摆为模型的商用平衡车 Segway[1] ,具有清洁

功能的扫地机器人[2-3] ,自动化工厂中的无人巡逻车[4]

等等。 另外,还可以由两个或两个以上的轮式移动机

器人相互连接而得到拖挂结构,称之为拖挂轮式移动

机器人。 一般来说,最前面的轮式移动机器人(以下简

称拖车)含有驱动轮,能够自主实现前向和转向运动;
而跟随的轮式移动机器人(以下简称挂车)通过连杆被

动地与拖车相连,其运动依赖于连杆的拉拽作用[5-6] 。
根据相邻两个移动机器人之间连接方式的不同,拖挂

轮式移动机器人可以分为轴上拖挂和离轴拖挂两种。
轴上拖挂轮式移动机器人的连接点位于前车轮轴的中

心位置,而离轴拖挂轮式移动机器人的连接点位于前

车尾杆的末端处。 与其他轮式移动机器人相比,由于

拖挂轮式移动机器人的运输能力强,运输效率高,因此

被广泛地应用于工厂、车站、机场和仓库等地方的货物

运输[7] 。 然而,由于挂车上无任何控制输入作用,并且

整个系统的自由度数量远远大于控制输入数量,这使

得实现挂车的精确运动控制变得非常困难。
要实现拖挂轮式移动机器人中的挂车沿给定目标

轨迹曲线精确运动,首先应该建立拖挂轮式移动机器

人的运动学模型和动力学模型。 其中运动学模型是指

拖挂轮式移动机器人的广义坐标受到的所有完整和非

完整约束,在非完整约束下,拖挂轮式移动机器人系统

的状态变量满足着一定的运动规律。 目前一些研究针

对拖挂轮式移动机器人的运动学模型,利用先进的控

制方法设计速度控制器从理论上实现轨迹跟踪运动任

务[8-9] 。 然而实际上速度控制器最终还是需要通过力

或力矩来实现的,因此在控制器设计时必须同时考虑

其动力学模型。 动力学模型描述了速度或角速度在力

或力矩的作用下的变化情况,可以通过 Kane 法[10] ,牛
顿力学法[11] ,欧拉-拉格朗日方程[12] 等方法进行推导。
由于轴上拖挂轮式移动机器人受到的约束较多,采用

Kane 法和牛顿力学法推导动力学模型会比较繁琐,所
以一般采用基于系统能量函数的欧拉-拉格朗日方程

进行推导。 而在利用欧拉-拉格朗日方程推导动力学

方程的时候要用到其运动学模型,因此必须先建立其

运动学模型,然后基于运动学模型建立其动力学模型。
由于拖挂轮式移动机器人是含有多个非完整约束

且严重欠驱动的系统,想要设计合适的控制器实现精

确的运动任务相对困难。 另外再考虑到模型的强非线

性、系统内部的不确定性和受到的外界环境干扰,都会

给控制器设计和实现带来很多困难。 对于动力学模型

的非线性,通常情况下是将非线性模型进行线性化处

理,但对于离轴拖挂轮式移动过机器人,实现精确的线

性化是一件困难的事情,为了解决这个问题,文献[13]
通过引入一个虚拟的轴上拖挂轮式移动机器人来近似

模仿真实的非线性离轴拖挂轮式移动机器人的运动状

况,并基于该方法设计出了一种轨迹跟踪控制器,有效

地解决非线性离轴拖挂轮式移动机器人的轨迹跟踪控

制问题。 针对由控制输入数量不足而引起的欠驱动特

性,目前同时考虑运动学模型和动力学模型的研究一

般采用双环控制方法,比如,文献[14]中提出了一种由

基于运动学模型的预测控制器和基于动力学模型的滑

膜控制器组成的双环控制方法,该控制策略可以将多

种控制方法结合起来,充分发挥不同控制策略的优点,
实现精确的姿态跟踪和速度跟踪。 对于建模不确定性

和外界干扰,文献[15]基于高增益观测器、径向基神经

网络和自适应方法提出了一种输出反馈控制器,该控

制器可以有效解决不确定性因素和外界干扰影响下的

离轴拖挂轮式移动机器人的编队控制问题。

72



重庆工商大学学报(自然科学版) 第 41 卷

虽然上述的研究利用先进的控制方法实现了预期

的运动控制任务,但忽略了拖挂轮式移动机器人内在

的运动规律,这会使拖挂轮式移动机器人的运动精度

低于预期水平。 为了解决这个问题,文献[16]提出了

一种跟踪理想轨迹曲率的动态轨迹跟踪方法,该方法

的核心是通过引入弧长所表示的曲率函数来把轨迹跟

踪目标转化为速度跟踪目标,其中前向速度跟踪目标

设计为一个合适的光滑函数,偏航转速跟踪目标设计

为理想轨迹的曲率和前向速度的乘积,从将对目标曲

线的跟踪转化为了对其曲率的跟踪,能够从根本上解

决速度误差累积的问题。 文献[17]发现轴上拖挂轮式

移动机器人中的拖车和挂车的运动轨迹满足一个核心

的曲率关系,利用该曲率关系可以由拖车的轨迹曲线

推导出挂车的轨迹曲线,并通过动态轨迹跟踪方法实

现挂车对目标曲线的精确跟踪。 上述同时考虑运动学

模型和动力学模型的研究虽然基于运动规律实现了精

确的轨迹跟踪,但是在实施过程中需要设计额外计算

弧长与曲率的关系,给控制过程增添计算难度,并且设

计一个合适的光滑函数也相对比较困难。 为了克服这

些问题,并同时考虑拖挂轮式移动机器人非线性,欠驱

动特性和不确定性等因素的影响,给出了拖车和挂车

偏航角之差和挂车运动轨迹曲线的相对曲率之间的关

系,然后基于此关系式应用双环控制策略实现挂车对

目标轨迹的精确跟踪。 具体双环控制策略如下:对于

外环系统,基于姿态误差设计速度控制器实现了姿态

跟踪;对于内环系统,利用动力学模型给出了一种比例

积分反馈控制器,实现了对期望速度的跟踪。

2　 问题描述

2. 1　 模型介绍

如图 1 所示,拖挂轮式移动机器人由一个拖车和

一个挂车组成,两车通过一个刚性连杆进行连接。 拖

车上有两个驱动轮和一个作为支撑的万向轮,挂车上

有两个被动轮,两个驱动轮里各自安装有一个驱动马

达,通过驱动左右两轮转动来实现轴上拖挂轮式移动

机器人的运动。 设挂车的轮轴中心坐标是(x,y),拖车

的轮轴中心坐标是( x1,y1 ),拖车的偏航角是 θ1,挂车

的偏航角是 θ2,用 q= [x,y,θ1,θ2] T 来表示拖挂轮式移

动机器人的姿态信息。 如果把 V = [v1,w1] T 看作是系

统的输入向量,其中 v1 表示拖车的前向速度,w1 表示

拖车的偏航转速,那么拖挂轮式移动机器人是一个四

自由度两输入的欠驱动系统。 与此同时,用 v2 表示挂

车的前向速度,用 w2 表示挂车的偏航转速。 所使用的

变量和参数如表 1 所示。
 

Y

O X

y

x

θ1θ2

L

tractor

trailer

图 1　 拖挂轮式移动机器人示意图

Fig. 1　 Schematic
 

diagram
 

of
 

the
 

tractor-trailer
 

wheeled
 

mobile
 

robot

表 1　 拖挂轮式移动机器人的变量和参数

Table
 

1　 Variables
 

and
 

parameters
 

of
 

the
 

tractor-trailer
 

wheeled
 

mobile
 

robot

变量或参数 物理意义

m1 拖车车身的质量

m2 挂车车身的质量

mw 车轮的质量

I1 拖车车身绕 Z 轴方向的转动惯量

I2 挂车车身绕 Z 轴方向的转动惯量

Iw 车轮绕 Z 轴方向的转动惯量

b 轮轴中点到车轮的距离

r 车轮的半径

L 杆的长度

x 挂车轮轴中点的横坐标

y 挂车轮轴中点的纵坐标

θ1 拖车的偏航角度

θ2 挂车的偏航角度

τr 拖车右轮的驱动力矩

τl 拖车左轮的驱动力矩

x1 拖车轮轴中点的横坐标

y1 拖车轮轴中点的纵坐标

2. 2　 运动学方程

假设拖车和挂车在运动过程中轮子不发生侧滑和

空转,则可以得到下面的非完整约束关系:

x·sinθ1 -y·cosθ1 -Lθ
·

2cos(θ1 -θ2)= 0

x·sinθ2 -y·cosθ2 = 0{ (1)
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关系式(1)也可以通过矩阵来描述

F(q)q· = 0 (2)
其中:矩阵 F(q)可以写为

F(q)=
sinθ1 -cosθ1 0 -Lcos(θ1 -θ2)

sinθ2 -cosθ2 0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

 

又因为拖车轮轴中点坐标(x1,y1)满足如下的关系:
x1 = x+Lcosθ2

y1 = y+Lsinθ2
{

结合 v1 = x·2
1 +y·2

1 ,可以得到:

x·sinθ1 -y·cosθ1 -Lθ
·

1cos(θ1 -θ2)= 0

x·sinθ2 -y·cosθ2 = 0

v1 = x·cosθ1 +y·sinθ1 +Lθ
·

2sin(θ1 -θ2)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

基于上述的分析,可以得到轴上拖挂轮式移动机

器人的运动学方程:
x· = v1cos(θ1 -θ2)cosθ2

y· = v1cos(θ1 -θ2)sinθ2

θ
·

1 =w1

θ
·

2 =
v1sin(θ1 -θ2)

L

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(3)

运动学方程式(3)也可以通过矩阵来表示:

q
· =SV (4)

其中

S=

cos(θ1 -θ2)cosθ2 0

cos(θ1 -θ2)sinθ2 0

0 1
sin(θ1 -θ2)

L
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

结合式(2)和式(4),可以得出F(q)和 S 满足如下的关系:
F(q)S= 0 (5)

2. 3　 动力学方程

为了使用欧拉-拉格朗日方程推导出轴上拖挂轮

式移动机器人的动力学模型,应该计算出系统各个部

分的动能。 首先,先来计算挂车及其车轮的总动能:

K1 = 1
2
m2(x

·2+y·2)+ 1
2
I2θ

·2
2+mw(x

·2+y·2+b2θ
·2

2)+Iwθ
·2

2

其次,假设中间的连杆是轻质的,质量相对于车体

忽略不计,则 K2 = 0。
 

最后,拖车及其车轮的总动能表示为

K3 = 1
2
m1s1 + 1

2
I1θ

·2
1 +mws2 +Iw θ

·2
1

其中:

s1 = x·2 +y·2 +L2θ
·2

2 -2x·θ
·

2Lsinθ2 +2y·θ
·

2Lcosθ2

s2 = x·2 +y·2 +L2θ
·2

2 +b2θ
·2

1 -2x·θ
·

2Lsinθ2 +2y·θ
·

2Lcosθ2
{
假设拖挂轮式移动机器人始终在平坦的地面上运

动,那么可以忽略系统的势能。 因此,拉格朗日函数可

表示为

E=K1 +K2 +K3

利用非完整机械系统的欧拉-拉格朗日方程

d
dt

∂E
∂q·( ) +∂E

∂q
=X(q)T+FT(q)λ (6)

其中:X(q)表示控制输入匹配矩阵,T 表示输入力矩向

量,λ表示拉格朗日乘子

X(q)= 1
r

cosθ2 cosθ2

sinθ2 sinθ2

b -b
Lsin(θ1 -θ2) Lsin(θ1 -θ2)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

,T=
τr

τl

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

具体的计算过程如下:

d
dt

∂E
∂x·( ) -∂E

∂x
= (m1 +m2 +4mw) x··-(m1 +2mw)Lsinθ2 -

　 (m1 +2mw)Lcosθ2θ
·2

2 =
cosθ2(τr+τl)

r
-sinθ2λ1

d
dt

∂E
∂y·( ) -∂E

∂y
= (m1 +m2 +4mw) y··+(m1 +2mw)Lcosθ2 -

　 (m1 +2mw)Lsinθ2θ
·2

2 =
sinθ2(τr+τl)

r
+cosθ2λ1

d
dt

∂E

∂θ
·

1
( ) - ∂E

∂θ1
= ( I1 +2Iw+2mwb2) θ

··
1 =

b(τr-τl)
r

d
dt

∂E

∂θ
·

2
( ) - ∂E

∂θ2
= ( I2 +m1L2 +2Iw+2mwb2 +2mwL2) θ

··
2 -

　 (m1 +2mw)Lsinθ2 x
··+(m1 +2mw)Lcosθ2 y

·· =

　
Lsin(θ1 -θ2)(τr+τl)

r
基于式(6)的计算结果,欧拉-拉格朗日方程按照

状态变量的各阶导数可以整理为

M
··
q+Cq

· =X(q)T+FT(q)λ (7)
为了消去式(7)中的拉格朗日乘子,将式(4)代入

式(7),可以得到:
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M(S
·
V+SV

·
) +CSV=X(q)T+FT(q)λ

 

(8)

然后将式(8)两边同乘 ST,并且利用式(5)将拉格

朗日乘子消去

STMSV
· +(STMS

· +STCS)V=STX(q)T (9)
由于拖挂轮式移动机器人在运动过程中不可避免

会受到外界的不确定性干扰,因此在外界不确定性干

扰 D1 的影响下,式(9)可以进一步表示为

M1V
· +C1V+D1 =T1 (10)

其中的矩阵和具体参数如下所示:

M1 =
Δ1 0

0 a2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

,T1 =

τv

r
bτw

r

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

C1 =
Δ2 0

0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

,D1 =
td1

td2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Δ1 =a1cos2(θ1 -θ2) +
a3sin2(θ1 -θ2)

L2

Δ2 = ( θ
·

1 -θ
·

2)sin(θ1 -θ2)cos(θ1 -θ2)(
a3

L2 -a1)

a1 =m1 +m2 +4mw

a2 = I1 +2Iw+2mwb2

a3 = I2 +m1L2 +2Iw+2mwL2 +2mwb2

τv =τr+τl

τw =τr-τl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

3　 偏航角与相对曲率

根据实际需要为拖挂轮式移动机器人设计理想跟

踪目标是实现精确控制的重要环节。 虽然目前相关的

控制方法有很多,但很少有研究设计跟踪目标与理想

轨迹曲线的曲率相关,如果不能很好地跟踪理想轨迹

曲线的曲率,其速度误差的累积容易导致很大的位置

误差。 为了跟踪目标轨迹曲线的曲率,首先列出挂车

运动轨迹相对曲率 K2 和前向速度 v2 与偏航转速 w2 的

关系

K2 =
w2

v2
= x· y··- x··y·

( x·2 +y·2)
3
2

根据运动学方程(3)可知:

w2 = θ
·

2 =
sin(θ1 -θ2)v1

L

所以

θ1 -θ2 = arcsin
Lw2

v1
( ) (11)

然后由文献[17]给出的拖车和挂车的前向速度关

系可得,v1 可以用 v2
2 +L2w2

2 替换,式(11)可以改写为

θ1 -θ2 = arcsin
Lw2

v2
2 +L2w2

2
( )

将上述等式右边括号里的分式分子分母同除 v2,
可以得到两车偏航角之差和轨迹曲线相对曲率之间的

关系:

θ1 -θ2 = arcsin
LK2

1+L2K2
2

( ) (12)

对式(12)关于时间 t 求导可得:

w1 -w2 =
LK

·
2

1+L2K2
2

(13)

因此,挂车的偏航角和偏航转速满足式(12)和式

(13),拖车的理想偏航角 θ1r 和理想偏航转速 w1r 可以

由式(12)和式(13)推出:

θ1r = θ2r+arcsin
LK2r

1+L2K2
2r

( )

w1r =w2r+
LK

·
2r

1+L2K2
2r

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(14)

式(14)中:θ2r 表示挂车的理想偏航角,w2r 表示挂车的

理想偏航转速,K2r 表示挂车目标轨迹曲线的相对曲

率。 因此,根据上述的分析,想要实现轴上拖挂轮式移

动机器人的姿态跟踪,就务必要设计有效的控制器使

得挂车运动轨迹曲线的相对曲率跟踪理想轨迹的相对

曲率。

4　 控制器设计

由于轴上拖挂轮式移动机器人在运动学层面会受

到非完整约束以及在动力学层面受到外界因素的干

扰,因此采用双环控制方法来实现精确的目标跟踪。
双环控制总控制目标是通过设计有效的内环控制器和

外环控制器来同时实现精确的速度跟踪和轨迹跟踪。
两个控制器的具体设计过程如下

4. 1　 外环控制器设计

为了实现拖挂轮式移动机器人的姿态跟踪,很有

必要基于理想姿态和当前的姿态建立一个姿态跟踪误

差模型,然后利用此姿态跟踪误差模型设计外环控制

03
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器。 设轴上拖挂轮式移动机器人的理想姿态用 qr =

[xr,yr,θ1r,θ2r] T 表示,姿态跟踪误差用qe = [xe,ye,θ1e,

θ2e] T 来表示,由文献[8]可知,q,qr,qe 三者之间满足

如下的关系:
qe =Y(qr-q)

其中矩阵 Y 为

Y=

cosθ2 sinθ2 0 0

-sinθ2 cosθ2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

对于上述误差状态关于时间 t 求导,可以进一步

得出:

x·e = yeθ
·

2 -v1cos(θ1 -θ2) +v2rcosθ2e

y·e = -xeθ
·

2 +v2rsinθ2e

θ
·

1e =w1r-w1

θ
·

2e =
sin(θ1r-θ2r)v1r

L
-

sin(θ1 -θ2)v1

L

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(15)

其中:θ1r 和 w1r 的具体形式如式(14)所示,拖车理想前

向速度满足 v1r = v2
2r+L2w2

2r 。
根据文献[8]的结论,基于式(15),设计外环控制

器为如下形式:

v1c =
L(kxxe+v2rcosθ2e)

Lcos(θ1 -θ2) +Kθ2θ2esin(θ1 -θ2)

w1c =w1r+kθ1θ1e

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

(16)

其中:v2r 表示挂车的理想前向速度,kx,kθ1,kθ2 表示任

意正数。
4. 2　 内环控制器的设计

对于内环系统,基于动力学方程(10)设计一种比

例积分反馈控制器,具体可以写成下面的形式

T1 =KPVe +KI∫t

0
Ve(τ)dτ +M1V

·
c +C1Vc +Ktsgn(Ve)

(17)
其中:KP 和 KI 分别代表比例项矩阵和积分项矩阵,他
们都是正定的常值矩阵,Kt 表示鲁棒项矩阵。 Vc =

[v1c,w1c] T 其中具体的表达式如式(16)所示且 Ve =Vc

-V。 再将式(17)代入式(10),可以进一步地得到:

KI∫t

0
Ve(τ)dτ +M1V

·
e +C1Ve = D1 -KPVe -Ktsgn(Ve)

基于上述的分析,构造李雅普诺夫函数

V2 = 1
2
Ve

TM1Ve+
1
2

(∫ t
0Ve(τ)dτ) TKI(∫ t

0Ve(τ)dτ)

根据M1 和 KI 的正定性,可以得到 V2 也是正定

的,再对李亚普诺夫函数 V2 关于时间 t 求导

V
·

2 =Ve
T(D1 -KPVe -Ktsgn(Ve)) =

　 -Ve
TKPV +Ve

TD1 -Ve
TKtsgn(Ve)

其中:Kt = diag [ kti ], i = 1,2,…,n 只要令 kti ≥ D1 ,
则有

V
·

2 =-Ve
TKPV+Ve

TD1-Ve
TKtsgn(Ve)≤-Ve

TKPVe≤0

由于 V
·

2 是半负定的,且 KP 为正定,则当 V
·

2 ≡0
时,有 Ve≡0。 根据拉塞尔不变原理可知,当 t→∞ 时,
有 V→Vc。

5　 仿真验证与结论

5. 1　 仿真实验验证

在这一节,为了验证双环控制方法的有效性,利用

MATLAB 软件进行仿真实验,拖挂轮式移动机器人的

状态量参数如表 2 所示。

表 2　 拖挂轮式移动机器人的模型参数

Table
 

2　 The
 

model
 

parameters
 

of
 

the
 

tractor-trailer
 

wheeled
 

mobile
 

robot

状态量 具体取值 状态量 具体取值

m1 9
 

kg Iw 0. 01
 

kg·m2

m2 6
 

kg L 0. 4
 

m

mw 4
 

kg b 0. 2
 

m

I1 0. 06
 

kg·m2 r 0. 03
 

m

I2 0. 03
 

kg·m2

对于仿真实验,总仿真时间设定为 30
 

s,仿真步长

设定为 0. 01
 

s,姿态误差的初始值设定为:xe = -0. 2,ye

= -0. 2,θ1e = 0. 05π,θ2e = 0. 05π。 外界干扰设定为:td1 =

0. 1cost,td2 = 0. 1cost。
目标轨迹可以检验轨迹跟踪的效果,同时考虑拖

挂轮式移动机器人的具体应用,因此考虑半径为 1 的

圆形轨迹,轨迹的参数方程的具体形式为 ( xr, yr ) =

(sint,cost)。
此时理想轨迹的相对曲率 K2r = -1,首先,为了检验

轨迹跟踪效果,外环控制器参数设为 kx = kθ1 = 1. 05,
kθ2 = 0. 95。 通过 MATLAB 仿真给出了轨迹跟踪情况,如
图 2 所示,其中黑色粗实线表示理想的轨迹,红色的虚线

13
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表示挂车的真实轨迹。 仿真结果表明:在初始姿态误差

和外界干扰存在的前提下,欠驱动移动轮式机器人在经

过一段时间的调整后可以稳定地跟踪理想轨迹。

1.5

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.5
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

y/
m

x/m

Idealtrajectory
trailertrajectory

图 2　 轨迹跟踪结果

Fig. 2　 Results
 

of
 

the
 

trajectory
 

tracking

与此同时,姿态跟踪误差qe 随着时间 t 变化的图像

如图 3 所示,在初始时刻存在着一定的误差,但是经过

一段时间的调整,所有的姿态跟踪误差都趋向于 0,这
表明使用的外环速度控制器可以实现姿态跟踪。
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A
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图 3　 姿态跟踪误差

Fig. 3　 Attitude
 

tracking
 

error

最后,为了验证内环控制器的控制效果,选取比例

项矩阵 KP = 40 E3,积分项矩阵 KI = 40E3,鲁棒项矩阵

Kt = 0. 1E3,其中E3 表示三阶单位矩阵。 拖车的前向速

度跟踪误差 v1e 和偏航转速的跟踪误差 w1e 随时间 t 变
化的图像如图 4 所示,由于控制参数的取值原因,偏航

转速跟踪误差 w1e 几乎是瞬间趋向于零,而前向速度跟

踪误差 v1e 则需要经过一段时间的调整才趋向于零。
此外,动力学控制输入力矩随时间 t 变化的图像如图 5
所示,τw 几乎瞬间稳定在一个合理的值附近,τv 在经过

短暂的变化后趋近于一个合理的值附近。
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图 4　 速度跟踪误差

Fig. 4　 Speed
 

tracking
 

error
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图 5　 控制输入力矩

Fig. 5　 Control
 

input
 

torques

5. 2　 研究结论

综上所述,设计的由外环速度控制器和内环比例积

分反馈控制器组成的双环控制器可以很好地实现挂车跟

踪目标轨迹曲线的目的。 此外,通过引入了轨迹曲线的

曲率,将对曲线的跟踪转化成了对曲线曲率的跟踪。 最

终基于双环控制策略可以帮助轴上拖挂轮式移动机器人

系统同时实现精确的姿态跟踪和速度跟踪。

6　 结束语

通过分析轴上拖挂轮式移动机器人所受到的约

束,给出了运动学方程,并利用基于能量的欧拉-拉格

朗日方程建立了拖挂轮式移动机器人的动力学模型。
然后给出了拖车与挂车偏航角之差和挂车运动轨迹曲

线相对曲率之间的关系,在此关系的基础上利用双环

控制策略实现了挂车对目标轨迹的精确跟踪。
与其他仅仅通过先进控制方法实现控制目标的研

究相比,采用的基于偏航角度差与相对曲率之间关系
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的双环控制策略可以有效地实现挂车对目标轨迹曲线

曲率的跟踪,从而极大地减少速度误差所累积的位置

误差。 此外,所使用的运动规律和双环控制策略也可

以应用于其他机械结构的运动控制设计,比如欠驱动

无人船舶,四旋翼无人飞机等。
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