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摘　 要:针对一类双函数系数自回归条件异方差-均值(ARCH-M)模型的估计问题,提出一种基于经验似然的估计

方法;在该估计方法中,所提出的模型允许金融时间序列的风险效应和收益效应同时为某一变量的函数结构,可以

有效地刻画金融时间序列的风险和平均收益之间的关系,具有较广的适应性;同时,与经典矩估计法和极大似然估

计法相比,基于经验似然的估计方法具有独特的优势,可以充分考虑金融序列的异方差性,并且所构造的置信区间

不涉及任何渐近方差的估计,因此具有较好的稳健性和有效性;在一些正则条件下,对所构造的经验对数似然比统

计量及函数系数估计量的渐近分布进行了理论分析;结果表明:关于风险效应函数系数和收益效应函数系数的经

验对数似然比统计量均渐近收敛于中心卡方分布,同时函数系数估计量渐近收敛于正态分布;进而对风险效应函

数系数和收益效应函数系数分别构造了相应函数系数的逐点置信区间。
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Abstract:
 

An
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

empirical
 

likelihood
 

was
 

proposed
 

for
 

a
 

class
 

of
 

double-function
 

coefficient
 

autoregressive
 

conditional
 

heteroscedasticity-mean
 

(ARCH-M)
 

model.
 

In
 

this
 

method,
 

the
 

proposed
 

model
 

allows
 

the
 

risk
 

effect
 

and
 

return
 

effect
 

of
 

financial
 

time
 

series
 

to
 

be
 

the
 

functional
 

structure
 

of
 

a
 

certain
 

variable
 

at
 

the
 

same
 

time,
 

which
 

can
 

effectively
 

describe
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

risk
 

and
 

average
 

return
 

of
 

financial
 

time
 

series
 

and
 

has
 

a
 

wide
 

range
 

of
 

adaptability.
 

Meanwhile,
 

compared
 

with
 

the
 

classical
 

moment
 

estimation
 

method
 

and
 

maximum
 

likelihood
 

estimation
 

method,
 

the
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

empirical
 

likelihood
 

has
 

unique
 

advantages.
 

This
 

estimation
 

method
 

can
 

fully
 

consider
 

the
 

heteroscedasticity
 

of
 

financial
 

series,
 

and
 

the
 

constructed
 

confidence
 

interval
 

does
 

not
 

involve
 

any
 

estimation
 

of
 

asymptotic
 

variance,
 

so
 

it
 

has
 

better
 

robustness
 

and
 

effectiveness.
 

Under
 

some
 

regularity
 

conditions,
 

the
 

asymptotic
 

distribution
 

of
 

the
 

constructed
 

empirical
 

log-likelihood
 

ratio
 

statistic
 

and
 

the
 

estimator
 

of
 

function
 

coefficients
 

was
 

analyzed
 

theoretically.
 

The
 

results
 

showed
 

that
 

the
 

empirical
 

log-likelihood
 

ratio
 

statistics
 

about
 

the
 

risk
 

effect
 

function
 

coefficient
 

and
 

the
 

income
 

effect
 

function
 

coefficient
 

asymptotically
 

converged
 

to
 

the
 

central
 

chi-square
 

distribution,
 

while
 

the
 

function
 

coefficient
 

estimator
 

asymptotically
 

converged
 

to
 

the
 

normal
 

distribution.
 

Additionally,
 

the
 

point-by-point
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confidence
 

intervals
 

of
 

the
 

corresponding
 

function
 

coefficients
 

were
 

constructed
 

for
 

the
 

risk
 

effect
 

function
 

coefficient
 

and
 

the
 

income
 

effect
 

function
 

coefficient,
 

respectively.
Keywords:function

 

coefficient
 

model;
 

ARCH-M
 

model;
 

empirical
 

likelihood;
 

confidence
 

interval

1　 引　 言
自回归条件异方差(ARCH)模型在统计建模中可

以有效刻画时间序列的异方差结构,目前已被广泛应

用于经济、金融等领域。 自回归条件异方差 - 均值

(ARCH-M)模型[1] 是 ARCH 模型的一个有效推广形

式,该模型假定金融序列的条件方差以线性方式影响

其平均收益。 近几年来,大量学者对 ARCH-M 模型进

行了研究,并提出了一些扩展版本。 比如 Hong[2] 提出

一种 GARCH-M 模型来刻画金融序列的平均收益与对

应风险的关系;Backus[3] ,Harvey 等[4] 指出条件方差的

线性结构在实际统计建模中往往是不成立的;Linton
等[5]提出了一个半参数 ARCH-M 模型来刻画条件方

差和条件均值收益之间的关系;根据 Zhang 等[6] ,可知

函数系数 ARCH-M 模型具有如下形式:
yt = δ xt( ) ht+εt

ht =β0 +β1y2
t-1 +…+βpy2

t-p
{

 

(1)

其中,δ( ·) 是未知函数系数, yt,xt{ } 为可观测序列,
β0,β1,…,βp 是未知参数,模型的误差序列 εt{ }满足:

E εt | xt,y1,…,yt-1( ) = 0
Var εt | xt,y1,…,yt-1( ) =ht

式(1)中使用的 ht 结构可以更容易讨论估计量的渐近

性质,这种 ht 的形式首先由 Ling[7] 用于研究双自回归

模型;Zhang 等[8] 提出了基于局部多项式回归的估计

方法。
尽管上述文献假定风险效应 δ(·)为函数形式,但

是收益效应 β0,β1,…,βp 仍为参数形式。 所以在实际

问题的统计建模过程中,式(1)仍存在一定的局限性,
不能很好地刻画金融序列的风险与收益之间的关系。
基于此,本文假定未知参数 β0,β1,…,βp 同时也为 xt 的

函数,并记为 β0 xt( ) ,β1 xt( ) ,…,βp xt( ) ,提出如下双函

数系数 ARCH-M 模型:
yt = δ xt( ) ht+εt

ht =β0 xt( ) +β1 xt( ) y2
t-1 +…+βp xt( ) y2

t-p
{ (2)

为确保 ht 是一个非负平稳的序列,假定 βk(xt) ≥0;k =

0,1,…,p;∑
p

k= 1
βk xt( ) <1。

式(2)允许模型中的风险效应和收益效应同时为

某一变量的函数结构,是式(1)的一个推广形式,式(1)
只是式(2)的一种特殊情形,因此式(2)在实际问题分

析中具有更广的适应性。 利用经验似然方法,对模型

中的函数系数 δ xt( ) 和 β0 xt( ) ,β1 xt( ) ,…,βp xt( ) 给出了

一种基于经验似然的估计过程。 该估计方法充分考虑

了金融序列的异方差性,具有较好的稳健性和有效性。
进一步,在一些正则条件下, 证明了关于函数系数

β0 xt( ) ,β1 xt( ) ,…,βp xt( ) 和 δ xt( ) 的经验对数似然比统

计量均渐近收敛于中心卡方分布,同时函数系数估计

量渐近收敛于正态分布,进而构造了相应函数系数的

逐点置信区间。 本文把经验似然估计理论应用到时间

序列分析模型中,所提出的估计方法是基于经验似然

推断方法的一种积极补充。 关于经验似然方法的更多

研究参见 Zhang[6] ,Chuang[9]以及 Zhao[10]等。

2　 函数 β(x)的初始估计
为讨论方便,记:
β xt( ) = β0 xt( ) ,β1 xt( ) ,…,βp xt( )( ) T

Y t-1 = 1,y2
t-1,…,y2

t-p( ) T

θ xt( ) = θ0 xt( ) ,θ1 xt( ) ,…,θp xt( )( ) T

其中,θk xt( ) = δ xt( ) βk xt( ) ,k = 0,1,…,p。 并且假设 xt

和 yt 都是平稳时间序列,与式(2)结合,有
yt = δ xt( ) ht+εt =

δ xt( ) β0 xt( ) +δ xt( ) β1 xt( ) y2
t-1 +…+

δ xt( ) βp xt( ) y2
t-p+εt =

θ0 xt( ) +θ1 xt( ) y2
t-1 +…+θp xt( ) y2

t-p+εt =
YT

t-1θ xt( ) +εt (3)
从式(3)可知,对于任意给定的 x,都有

E Y t-1 yt-YT
t-1θ xt( )[ ] xt = x{ } = 0 (4)

基于局部估计方程,引入一个辅助随机向量:
ηt θ x( )( ) =Y t-1 yt-YT

t-1θ xt( )[ ] Kh x-xt( )

其中,Kh ·( ) = K · / h( ) ,K( ·) 是核函数,h 是带宽。
从式(4)可以得到 E ηt θ x( )( ){ } = 0,因此,可以通过求

解以下局部估计方程来给出 θ x( ) 的估计量 θ
~
x( ) :

∑
n

t = 1
η t θ x( )( ) = 0

记 Vn x( ) = nh( ) -1 ∑
n

t= 1
Y t-1YT

t-1Kh x-xt( ) ,向量的估计值可

表示为

θ
~
x( ) = Vn x( ) -1 1

nh∑
n

t = 1
ytY t -1Kh x - xt( )

此外,将 θ
~
x( ) 代入式(2),可得
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h
~
t =β0 xt( ) +β1 xt( ) y2

t-1 +…+βp xt( ) y2
t-p (5)

式(5)为标准函数系数模型,故可利用 B 样条方法,得
到 ht 和 β x( ) 的估计值。 注意到 β x( ) 可展开为

βk x( ) =B x( ) T·γk,k= 1,…,p (6)
其中,B x( ) = B1 x( ) ,…,BL x( )( ) T 是有序的 B 样条基

函数,L = kn +m,kn 是内节点数,γk 是未知参数。 将式

(6)代入式(5)可得:

h
~
t =B xt( ) Tγ0 +B xt( ) Tγ1y2

t-1 +…+B xt( ) Tγpy2
t-p

需要注意的是:
ht =YT

t-1β xt( ) +εt (7)
将式(6)代入到式(7)可得:

ht =ΠT
t γ+εt

其中,Πt = Ip 􀱋B xt( ) Y t-1,􀱋表示 Kronecker 乘积,γ 是

一个 q 维的未知向量。 于是 γ的估计量 γ
~
可以通过最

小化目标函数∑
n

t= 1
ht-ΠT

t γ( ) 2 得到,其估计量为

γ
~

=Γ-1
n

1
n

∑
n

t= 1
htΠt

其中,Γn =n-1∑
n

t= 1
ΠtΠT

t 。 所以 β x( ) 的估计量 β
~

x( ) 可表

示为:

β
~

x( ) =B x( ) Tγ
~

(8)
需注意在对 β x( ) 估计的过程中,忽略了时间序列 yt 的

异方差性,因此估计量 β
~

x( ) 就是 β x( ) 的初始估计量。

后面将调用初始估计量 β
~

x( ) ,给出 β x( ) 和 δ x( ) 的经

验似然估计过程。

3　 函数系数 δ x( )的经验似然估计

式(1)满足条件:
E ht yt-δ xt( ) ht[ ] xt = x{ } = 0

由于 yt 是异方差时间序列,为了避免异方差性对估计

的影响,可以给 δ x( ) 定义一个经验似然比函数。 首先

引入辅助随机向量如下:
φt δ x( )( ) =ht yt-δ x( ) ht[ ] Kh xt-x( ) ,t= 1,…,n

而 φt δ x( )( ) 中的 ht 是未知的,故给出 φt δ x( )( ) 的估计

版本如下:
φ^ t δ x( )( ) =h^ t yt-δ x( ) h^ t[ ] Kh xt-x( ) ,t= 1,…,n

其中,h^ t = β
~

0 xt( ) + β
~

1 xt( ) y2
t-1 + … + β

~

p xt( ) y2
t-p,β

~
xt( ) =

β
~

0 xt( ) ,…,β
~

p xt( )( ) T,在式 ( 8) 中已被定义。 由此,
δ x( ) 的经验对数似然比函数可被定义为

R(δ(x)) = - 2
 

max ∑
n

t = 1
log(npt) | pt ≥ 0,{

∑
n

t = 1
pt = 1,∑

n

t = 1
ptφ

^
t(δ(x)) = 0}

与 Xue 等[11] 类 似, 结 合 拉 格 朗 日 乘 子 法,
R δ x( )( ) 可以表示为

R δ x( )( ) = 2∑
n

t = 1
log 1 + λφ^ t δ x( )( )( )

此处的 λ满足:

∑
n

t = 1

φ^ t δ x( )( )

1 + λφ^ t δ x( )( )
= 0 (9)

接下来,对于任何给定的 x,当 δ x( ) 是真实函数系

数时,R δ x( )( ) 应该服从渐近 χ2 分布。 为了更清晰地

阐述 R δ x( )( ) 的渐近性质,下面列出了一些正则性

条件。
C1　 函数系数 δ x( ) 、β x( ) 是有界且具有连续的二

阶导数的紧支撑。
C2　 xt 的密度函数 f x( ) 是连续有界的,远离零和

无穷大。
C3　 时间序列 xt 和 yt 都是平稳且随机的 α 混合

序列, 并且对于一些 c > 0 和一些足够大的 d, 有

α k( ) ≤ck-d。
C4　 时间序列 yt 和模型误差 et 满足矩条件

E yt 4{ } <∞,supxE yt 4 xt =x{ } <∞并且 E et 4{ } <∞。
C5 　 令 κ x( ) = E ht xt = x( ) , 并 且 有 V x( ) =

E Y t-1YT
t-1 xt = x{ } ,则 κ x( ) >0 且 V x( ) 对所有 x 均可逆。

此外,设 Γ=E Y t-1YT
t-1{ } 和 Ψ=E h-1

t δ2 xt( ) Y t-1YT
t-1{ } ,则

Γ和 Ψ都是正定矩阵。
C6　 核函数 K ·( ) 在紧支撑上有界且利普希茨连

续,并满足∫ u2K u( ) du<∞ 和∫ K2 u( ) du<∞ 。 此外,带宽

h 满足当 n→∞ 时,h→0,nh→∞ 和 nh5→0。
条件 C1 和 C2 是非参数回归模型和局部非参数估

计技术的常见假设。 条件 C3、C4 和 C5 中的高阶矩条

件假设是文献中半参数 ARCH-M 模型的标准假设,与
Zhang[6] ,

 

Ling[7] 和 Zhang[8] 等假设的条件非常相似。
此外,条件 C6 是核函数的常见假设。 为了确保所提出

的经验对数似然比渐近 χ2,需要使用不平滑的带宽来

消除函数系数的估计偏差。 当然,如果使用 Xue 等[11]

中的偏差校正机制,最优带宽也可以用于经验似然估

计过程。 在这些规律性条件下,可以给出以下定理来

说明 R
^
δ x( )( ) 的渐近分布。

定理 1　 假设条件 C1—C6 成立,对于给定的 x,如

果 δ x( ) 是真实函数系数,有 R δ x( )( )
L
→χ2

1,其中,χ2
1

表示具有一个自由度的中心 χ2 分布。
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基于定理 1,可以构造 δ x( ) 的渐近逐点置信区间

如下:
Cα δ x( )( ) = δ x( ) R δ x( )( ) ≤χ2

1 α( ){ }

其中,χ2
1 α( ) 是 χ2

1 的 1-α 分位数,0<α<1。
还可以将 R δ x( )( ) 最大化以获得 δ x( ) 的最大经验

似然估计量。 此外,使用与 Xue 等[11]相同的论点,可以

证明 δ x( ) 的最大经验似然估计量是以下估计方程

的解:

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) = ∑

n

t = 1
yt - δ x( ) h^ t[ ] Kh xt - x( ) = 0

(10)

令 Φn x( ) = nh( ) -1 ∑
n

t= 1
h^ tKh xt-x( ) ,结合式(10),可以得

到估计向量:

δ
^
x( ) = Φn x( ) -1 1

nh∑
n

t = 1
ytKh xt - x( )

以下定理表明 δ
^
x( ) 具有渐近正态性。

定理 2　 假设条件 C1—C6 成立,对于任何给定的

x,有

nh δ
^
x( ) -δ x( )[ ]

L
→N 0,σ2 x( )( )

其中, σ2 x( ) = f-1 x( ) κ-1 x( ) ∫ K2 u( ) du, κ x( ) =
E ht xt = x( ) 。

4　 函数系数 β x( )的经验似然估计
式(2)遵循以下等式:
E δ xt( ) Y t-1 yt-δ xt( ) β xt( ) TY t-1[ ] xt,Y t-1{ } = 0

(11)
由此,对于 t= 1,…,n,辅助随机向量为

ψt β x( )( ) =
　 δ xt( ) Y t-1 yt-δ xt( ) β x( ) TY t-1[ ] Kh xt-x( )

这里将 δ xt( ) 替换为式(10)中定义的 δ
^
xt( ) ,就可以得

到 ψt β x( )( ) 的估计向量:

ψ
^

t β x( )( ) =

　 δ
^
xt( ) Y t-1 yt-δ

^
xt( ) β x( ) TY t-1[ ] Kh xt-x( ) (12)

因此,β x( ) 的经验对数似然比函数可以定义为

L β x( )( ) = - 2max ∑
n

t = 1
log npt( ) pt ≥ 0,{

∑
n

t = 1
pt = 1,∑

n

t = 1
ptψ

^

t β x( )( ) = 0}

类似地,结合拉格朗日乘子法, L β x( )( ) 可以表

示为

L β x( )( ) = 2∑
n

t = 1
log 1 + λTψ

^

t β x( )( )( )

其中,λ满足:

∑
n

t = 1

ψ
^

t β x( )( )

1 + λTψ
^

t β x( )( )

= 0

以下定理说明了 L β x( )( ) 的渐近分布。

定理 3　 假设条件
 

C1—C6
 

成立,有 L β x( )( )
L
→

χ2
p+1,其中,χ2

p+1 表示具有(p+1)自由度的标准卡方分布。
 

基于定理 3,可以构造 β x( ) 的渐近置信区间如下:
Cα β x( )( ) = β | L β x( )( ) ≤χ2

p+1 α( ){ }

其中,χ2
p+1 α( ) 是 χ2

p+1 的 1-α 分位数,0<α<1。
也可以最大化 L β x( )( ) ,以获得 β x( ) 的最大经验

似然估计量 β
^
x( ) ,令

Ψn = 1
n ∑

n

t = 1
δ
^

2 xt( ) Y t -1YT
t -1Kh xt - x( )

于是,估计量 β
^
x( ) 为

β
^
x( ) = Ψ -1

n x( )
1
n ∑

n

t = 1
δ
^
xt( ) Y t -1ytKh xt - x( )

5　 定理的证明
本节将给出定理 1—定理 3 的技术证明。 为了方

便和简单,让 c 表示一个正常数,在整篇论文中每次出

现可能是不同的值。

引理 1 　 假设条件 C1—C6 成立,则有 β
~

= β +

Op cn( ) ,其中,cn = nh( ) -1log
 

n{ } 1 / 2+h2,β
~
由式(5)定义。

证　 明　 注意 Γn =n-1 ∑
n

t= 1
Y t-1YT

t-1,然后结合 β
~
的定

义,计算可得

β
~
= Γ -1

n
1
n ∑

n

t = 1
h
~
tY t -1 =

Γ -1
n

1
n ∑

n

t = 1
htY t -1 + Γ -1

n
1
n ∑

n

t = 1
h
~
t - ht( ) Y t -1 =

Γ-1
n

1
n ∑

n

t = 1
Yt-1YT

t-1β +Γ-1
n

1
n ∑

n

t = 1
ε
~

2
t - ht( ) Yt-1 =

β + Γ -1
n

1
n ∑

n

t = 1
ε 2

t - ht( ) Y t -1 +

Γ -1
n

1
n ∑

n

t = 1
ε
~

2
t - ε 2

t( ) Y t -1 ≡

β + Jn1 + Jn2 (13)
注意 E ε2

t -ht |Y t-1{ } = 0,结合条件 C4,有 n-1 / 2 ×

∑
n

t= 1
ε2
t -ht( ) Y t-1 =Op 1( ) 和 Γn =Op 1( ) 。 因此,可以得到

Jn1 = 1
n
Γ -1

n
1
n
∑

n

t = 1
ε 2

t - ht( ) Y t -1 = Op n -1 / 2( ) (14)

接下来,考虑 Jn2,计算得到:
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ε
~

t-εt = θ xt( ) -θ
~
xt( )[ ] TY t-1

此外,根据 You 和 Zhou[12] ,有

max
1≤t≤n

‖θ xt( ) -θ
~
xt( ) ‖ =Op cn( )

其中,cn = nh( ) -1 logn{ } 1 / 2 +h2。 由此可得:

Jn2 = Γ -1
n

1
n ∑

n

t = 1
ε
~

2
t - ε 2

t( ) Y t -1 = Op cn( ) (15)

然后,结合式(13)—式(15),有 β
~

= β+Op n-1 / 2 +cn( ) ,注

意 n-1 / 2 / cn→0,可以得到 β
~

= β+Op cn( ) ,这就完成了引

理 1 的证明。
引理 2　 在条件 C1—C6 下,对于任意给定的 x,有

1
nh

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) → N 0,v2 x( )( )

其中, v2 x( ) = f x( ) κ x( ) ∫ K2 u( ) du 并且有 κ x( ) =
E ht | xt = x( ) 。

证　 明　 结合式(12)中 φ^ t δ x( )( ) 的定义,可得:
1
nh

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) =

　 1
nh

∑
n

t = 1
yt - δ x( ) h^ t[ ] Kh xt - x( ) =

　 1
nh

∑
n

t = 1
yt - δ xt( ) ht[ ] Kh xt - x( ) +

　 1
nh

∑
n

t = 1
δ x( ) ht - δ x( ) h^ t[ ] Kh xt - x( ) +

　 1
nh

∑
n

t = 1
δ xt( ) - δ x( )[ ] htKh xt - x( ) =

　 1
nh

∑
n

t = 1
et ht Kh xt - x( ) +

　 1
nh

∑
n

t = 1
β - β

~
[ ] TY t -1δ x( ) Kh xt - x( ) +

　 1
nh

∑
n

t = 1
δ xt( ) - δ x( )[ ] β TY t -1Kh xt - x( ) ≡

　 1
nh

∑
n

t = 1
b1t x( ) + 1

nh
∑

n

t = 1
b2t x( ) + 1

nh
∑

n

t = 1
b3t x( )

 

(16)

注 意 到, Var nh( ) -1 / 2∑
n

t= 1
b1t x( ){ } = v2 x( ) 和

E nh( ) -1 / 2∑
n

t= 1
b1t x( ){ } = 0,然后由中心极限定理,可得:

1
nh

∑
n

t = 1
b1t x( ) → N 0,v2 x( )( ) (17)

接下 来 将 说 明 nh( ) -1 / 2 ∑
n

t= 1
b2t x( ) = οp 1( ) 。 基 于

Burkholder
 

martingale 不等式和条件 C5,可以得到:

E
1
nh

∑
n

t = 1
b2t x( )

2

{ } =

　 E
1
nh

∑
n

t = 1
β - β

~
[ ] TY t -1δ x( ) Kh xt - x( ){ }

2

≤

　 c∑
n

i = 1
E

1
nh

β - β
~

[ ] TY t -1δ x( ) Kh xt - x( ){ }
2

=

　 c
nh∑

n

i = 1
E β - β

~
[ ] TY t -1δ x( ) Kh xt - x( ){ } 2 =

　 Ο h -1( ) E ‖β - β
~
‖2K2

h xt - x( ){ } =
　 Ο h -1c2

n( ) = ο 1( )

这意味着 nh( ) -1 / 2 ∑
n

t= 1
b2t x( ) = οp 1( ) 。 类似地, 还有

nh( ) -1 / 2∑
n

t= 1
b3t x( ) =οp 1( ) ,最后,结合式(16)和(17),完

成了这个引理的证明。
引理 3 　 在条件

 

C1 - C6
 

下,对于真实的非参数

δ x( ) ,有 1
nh∑

n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) 2 P

→ v2 x( ) 。

证　 明　 同样使用引理 2 的符号,并表示 B ij x( ) =
1
nh

×∑
n

t= 1
bit x( ) b jt x( ) ;i,j= 1,…,3;可以得到:

1
nh∑

n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) 2 = ∑

3

i = 1
∑

3

j = 1
B ij x( )

结合遍历性和引理 2 的证明,有

B11 x( ) = 1
nh∑

n

t = 1
hte2

t K2
h xt - x( )

P
→ v2 x( )

待证明的其他项 B ij x( ) ,i≠j 和 B ii x( ) ,i= 2,3 均在

概率上收敛为零。 这里首先证明 B12 x( )
P
→0。

B12 x( ) =

　 ‖ 1
nh∑

n

t = 1
eth1 / 2

t β - β
~

[ ] Y t -1δ x( ) K2
h xt - x( ) ‖ ≤

　 c
nh∑

n

t = 1
h1 / 2
t ei ‖β - β

~
‖K2

h xt - x( )
P
→

　 Ο h -1 / 2( ) E ‖β - β
~
‖K2

h xt - x( ){ } =
　 Ο h -1 / 2cn( ) = ο 1( )

类似地,可以证明其他项都是 οp 1( ) 。 这就完成了

这个引理的证明。
定理 1 的证明 　 结合引理 2 的证明,并使用 Xue

等[11] 中使用的类似论证, 进而可以证明式子 max
1≤t≤n

φ^ t δ x( )( ) = οp nh( ) -1 / 2( ) 和 λ = Op nh( ) -1 / 2( ) ,其中

λ在式(9)中被定义。 因此有

max
1≤t≤n

λφ^ t δ x( )( ) =οp 1( ) (18)
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结合式(18),并将式(11)使用泰勒展开,得到:
R δ x( )( ) =

　 2∑
n

t = 1
λφ^ t δ x( )( ) - λφ^ t δ x( )( )[ ] 2 / 2{ } + ο p 1( )

(19)
此外,从式(9)可以得出:

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) - ∑

n

t = 1
φ^ 2

t δ x( )( ) λ +

　 ∑
n

t = 1

φ^ t δ x( )( ) λφ^ t δ x( )( )( ) 2

1 + λφ^ t δ x( )( )
= 0 (20)

因此,由式(18)和(20),经过计算得出:

∑
n

t = 1
λφ^ t δ x( )( )[ ] 2 = ∑

n

t = 1
λφ^ t δ x( )( ) + op 1( )

(21)

λ = ∑
n

t = 1
φ^ 2

t δ x( )( ){ }
-1∑

n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) +

op nh( ) -1 / 2( ) (22)
结合式(19)、式(21)及式(22),有

R δ x( )( ) =
1
nh

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ){ } Λn(δ(x)) -1

　 　
1
nh

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ){ } + op 1( )

其中,Λn δ x( )( ) = nh( ) -1∑
n

t= 1
φ^ 2

t δ x( )( ) 。 证明了定理 1。

定理 2 的证明 　 注意 δ
^
x( ) 是估计方程式(10)的

解,则有

0 = ∑
n

t = 1
yt - δ

^
x( ) h^ t[ ] Kh xt - x( ) =

　 ∑
n

t = 1
yt - δ x( ) h^ t[ ] Kh xt - x( ) (23)

根据式(23)计算可得:

nh δ
^
x( ) - δ x( )( ) =

　 1
nh∑

n

t =1
h^ tKh xt -x( )( )

-1 1
nh

∑
n

t =1
yt -δ(x)h

^
t[ ] Kh xt -x( ) =

　 1
nh∑

n

t = 1
h^ tKh xt - x( )( )

-1 1
nh

∑
n

t = 1
φ^ t δ x( )( ) (24)

引用引理 1,由遍历性,可以证明

1
nh∑

n

t = 1
h^ tKh xt - x( ) = 1

nh∑
n

t = 1
htKh xt - x( ) +

　 1
nh∑

n

t = 1
β
~
- β[ ] TY t -1Kh xt - x( ) =

　 1
nh∑

n

t = 1
htKh xt - x( ) + Op cn( )

P
→ f x( ) κ x( )

(25)

因此,结合式(24)和式(25)及引理 2,并使用 Slutsky 定

理可以得到:

nh δ
^
x( ) -δ x( )( )

L
→N 0,σ2 x( )( )

由此完成定理 2 的证明。
引理 4　 在正则性条件 C1—C6 下,如果 β 是非参

数的真值,有:
1
n
∑

n

t = 1
ψ
^

t β( ) → N 0,Ψ( )

其中,Ψ=E h-1
t δ2 xt( ) Y t-1YT

t-1{ } 。

证　 明　 结合式(12)中 ψ
^

t β( ) 的定义,可以得到:
1
n
∑

n

t = 1
ψ
^

t β xt( )( ) =

　 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) Y t -1 yt - δ

^
xt( ) β xt( ) TY t -1[ ] =

　 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) Y t -1 yt - δ xt( ) β xt( ) TY t -1[ ] +

　 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) Yt-1 δ xt( ) - δ

^
xt( ) β xt( ) TYt-1[ ] =

　 1
n
∑

n

t = 1
h -1 / 2
t δ xt( ) Y t -1et +

　 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) - h -1

t δ xt( )[ ] Y t -1 htet +

　 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) Yt-1 δ xt( ) - δ

^
xt( ) β xt( ) TYt-1[ ] ≡

　 1
nh

∑
n

t = 1
B1t +

1
n
∑

n

t = 1
B2t +

1
n
∑

n

t = 1
B3t (26)

注意 到, 式 ( 26 ) 中 Var n( ) -1 / 2∑
n

t= 1
B1t{ } = Ψ 和

E n( ) -1 / 2∑
n

t= 1
B1t{ } = 0,则根据中心极限定理,有

1
n
∑

n

t = 1
B1t → N 0,Ψ( ) (27)

接下来将说明 n( ) -1 / 2 ∑
n

t= 1
B2t = op 1( ) 。 由 Abel 不等

式可知:

‖ 1
n
∑

n

t = 1
B2t‖ =

　 ‖ 1
n
∑

n

t = 1
h^ -1
t δ

^
xt( ) - h -1

t δ xt( )[ ] Y t -1 ht et‖ ≤

　 c
n

max
1≤t≤n

‖ h^ -1
t δ

^
xt( ) - h-1

t δ xt( )[ ] Yt-1‖max
1≤k≤n

∑
k

t =1
ht et

(28)
结合引理 1 和定理 2,满足条件:
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max
1≤t≤n

‖ h^ -1
t δ

^
xt( ) -h-1

t δ xt( )[ ] Y t-1‖ =Op cn( ) (29)

另外,调用 E ht et( ) = 0,还可以证明:

max
1≤k≤n

∑
k

t = 1
ht et = Op n1 / 2( ) (30)

因此,从式(28)—式(30)可得:

‖ 1
n
∑

n

t = 1
B2t‖ ≤ Op n -1 / 2·n1 / 2cn( ) = op 1( )

类似地,可以证明 n( ) -1 / 2 ∑
n

t= 1
B3t = op 1( ) 。 然后,结合式

(26)和式(27),完成了这个引理的证明。
定理 3 的证明　 使用与定理 1 证明相同的论证,可

以证明:

L β x( )( ) =
1
n
∑

n

t = 1
ψ
^

t β x( )( ){ } Ωn β x( )( ) -1 ×

1
n
∑

n

t = 1
ψ
^

t β x( )( ){ } + op 1( ) (31)

其中,Ωn β x( )( ) =n-1∑
n

t= 1
ψ
^

t β x( )( ) ψ
^

T
t β x( )( ) 。

结合引理 4,并使用与引理 3 的证明类似的论证,

可以证明 Ωn β( )
p
→Ψ。 接着引用式(31)和引理 4,就

完成了定理 3 的证明。

6　 结　 论
本文提出一类双函数系数 ARCH-M 模型,该模型

允许金融序列风险影响效应和收益影响效应同时为某

一变量的函数,是已有半参数函数系数 ARCH-M 模型

的一种推广形式,具有较广的适应性和较强的应用价

值。 基于经验似然方法的估计过程充分考虑了金融序

列的异方差性,具有较好的稳健性和有效性。 在一些

正则条件下,理论证明了关于风险效应函数系数和收

益效应函数系数的经验对数似然比统计量均渐近收敛

于中心卡方分布,同时函数系数估计量渐近收敛于正

态分布,进而构造了相应函数系数的逐点置信区间。
所提出的模型及估计方法为经济金融等领域的统计建

模及分析提供了一种参考方法。
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