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摘　 要:针对多元响应线性回归模型,提出了修改的马氏 Mallows 模型平均(MMMAc)方法。 为了更充分地利用多

元响应变量之间的相关性信息从而更好地提高预测精度,组合权重选择准则的构造同样考虑了马氏距离预测风

险,并通过构造 Wishart 分布,推导出预测损失的无偏估计作为权重的选择准则,最终得到的 MMMAc 准则相比马

氏 Mallows 模型平均(MMMA)准则增加了一个偏差矫正项,减小了对预测损失估计的偏差,因此通过最小化该准

则得到的权重估计能更接近不可得的理论最优组合权重;最后,模拟对比实验验证了 MMMAc 方法的优势:
MMMAc 估计具有与 MMMA 估计同样的渐进最优性,因此两者的表现在大样本情形下没有太大差异,然而,由于修

改后的权重选择准则为预测损失的无偏估计,因此在样本量不足的情形下,MMMAc 方法的预测表现更佳。
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Abstract:
 

A
 

corrected
 

Mahalanobis
 

Mallows
 

model
 

averaging
 

( MMMAc)
 

method
 

was
 

proposed
 

for
 

the
 

multivariate
 

response
 

linear
 

regression
 

model.
 

In
 

order
 

to
 

make
 

full
 

use
 

of
 

the
 

correlation
 

information
 

among
 

multivariate
 

response
 

variables
 

and
 

improve
 

the
 

prediction
 

accuracy,
 

Mahalanobis
 

distance
 

prediction
 

risk
 

was
 

also
 

considered
 

in
 

the
 

construction
 

of
 

combinational
 

weight
 

selection
 

criteria.
 

And
 

by
 

constructing
 

the
 

Wishart
 

distribution,
 

the
 

unbiased
 

estimate
 

of
 

predicted
 

loss
 

was
 

derived
 

as
 

the
 

selection
 

criterion
 

of
 

weight.
 

Compared
 

with
 

the
 

original
 

MMMA
 

criterion,
 

the
 

resulting
 

MMMAc
 

added
 

a
 

bias
 

correction
 

term,
 

which
 

reduced
 

the
 

bias
 

in
 

the
 

prediction
 

loss
 

estimation.
 

Therefore,
 

the
 

weight
 

estimation
 

obtained
 

by
 

minimizing
 

this
 

criterion
 

was
 

closer
 

to
 

the
 

theoretical
 

optimal
 

combination
 

weight
 

that
 

is
 

not
 

available.
 

Finally,
 

the
 

simulation
 

and
 

comparison
 

experiments
 

verified
 

the
 

advantages
 

of
 

the
 

MMMAc
 

method:
 

the
 

MMMAc
 

estimation
 

has
 

the
 

same
 

asymptotic
 

optimality
 

as
 

the
 

MMMA
 

estimation,
 

so
 

there
 

is
 

no
 

significant
 

difference
 

in
 

their
 

performance
 

in
 

the
 

large
 

sample
 

case;
 

however,
 

since
 

the
 

modified
 

weight
 

selection
 

criterion
 

is
 

an
 

unbiased
 

estimate
 

of
 

the
 

prediction
 

loss,
 

the
 

MMMAc
 

method
 

performs
 

better
 

in
 

the
 

case
 

of
 

insufficient
 

sample
 

size.
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1　 引　 言
在回归分析中,模型选择是一个重要的环节,如为

了提高预测精度,Mallows[1] 基于预测均方误差损失提

出了 Cp 模型选择准则,准则值最小的候选模型确定为
最优模型。 然而,模型选择方法忽略了选择过程的不
确定性,可能得到与真实数据产生过程相去甚远的模
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型。 与传统的模型选择不同,模型平均方法不指定唯
一的最优模型作为后续分析的依据,而是通过对每一
个候选模型的估计或预测进行加权组合,从而得到更
稳健的结果,同时避免了选择到一个糟糕的模型。
Giraud[2]通过一些理论证明,探讨了在一般设置下,模
型平均方法享有模型选择方法所有好的性质。

如何为每一个候选模型选择合适的组合权重是模
型平均方法中的一个重要问题,Hjort 和 Claeskens[3] 系
统地介绍了模型平均方法,并提出了频率模型平均框
架。 不同于贝叶斯框架下的模型平均方法,频率模型
平均方法(FMA)由数据驱动得到组合权重的估计,例
如 Buckland 等[4]将模型选择领域的 AIC 和 BIC 信息准
则推广应用到模型平均方法中,提出了 smoothed-AIC
和 smoothed-BIC 权重选择准则,即通过信息值确定候
选模型的组合权重。 然而,为了更好地提高预测精度,
Hansen[5]将模型选择领域中的著名的 Mallows

 

Cp 准则
推广到了模型平均领域,针对经典的线性回归模型提
出了 Mallows 模型平均准则,该准则由两项构成:第一
项为模型平均估计的残差平方和,即对拟合优度的度
量;第二项为每个候选模型中解释变量个数的加权组
合,可看作对模型复杂度的一个加权惩罚项。 由此可
见,通过最小化 Mallows 模型平均准则得到的权重估计
在拟合的偏差与模型复杂度导致的方差之间寻求平
衡,方法一经提出便得到了广泛的关注;Wan 等[6] 扩展
了 Hansen[5]的工作,放松了 Mallows 模型平均方法要求
离散权重和嵌套候选模型( Nested

 

Models) 这一约束;
此外,Mallows 模型平均方法还被推广用于解决其他不
同背景下模型选择带来的不确定性问题,例如在非参
数回归背景下,Zhu 等[7]针对变系数部分线性模型提出
了相应的 Mallows 模型平均方法,与参数情形不同的
是,该方法在候选模型的构造上考虑了变量的选择和
变量的归属两层不确定性;又如在时间序列背景下,
Liao 等[8] 针对无穷阶自回归模型提出了广义 Mallows
模型平均方法,并证明了在一定条件下,相应的模型平
均估计是渐进最优的。

然而,虽然近年来基于 Mallows 准则的模型平均方
法取得了大量杰出的研究成果,但是其中大部分方法
都针对一元响应变量情形。 随着科技和互联网技术的
发展,越来越多的场景需要解决由同一组因子预测多
个目标变量的任务,这一类回归问题称为多元多重回
归(Multivariate

 

Multiple
 

Regression)。
Zhu 等[9]首次成功尝试将模型平均方法推广到多

元响应线性回归上,并基于马氏距离预测风险提出了
马氏 Mallows 模 型 平 均 准 则, 该 准 则 在 形 式 上 与
Hansen[5]提出的 Mallows 模型平均准则类似,均是由对
拟合优度的度量和对模型复杂度的惩罚这两项构成。
由于推导的 Mallows 准则包含未知的协方差矩阵,因此
与 Hansen[5] 的做法相同,Zhu 等[9] 用最大候选模型的

样本协方差矩阵作为插入估计来直接得到最终的权重
选择准则。 然而,为了得到预测风险更无偏的估计作
为权重的选择准则,使得通过最小化该准则得到的权
重估计更接近最小化真实预测风险的理论最优组合权
重,从而提高模型平均估计的预测精度,与 Hansen[5] 和
Zhu[9]的做法不同,本文通过构造 Wishart 分布(即 χ2

分布在多元上的推广),得到了改进的马氏 Mallows 模
型平均准则(MMMAc),该准则为马氏距离预测风险的
无偏估计。 模拟实验验证了在样本量不足的情形下,
基于该准则的模型平均方法有更好的表现。

2　 模型设置和参数估计
给定 p 维响应变量和 q 维解释变量的 n 组观测样

本,考虑如下经典多元响应线性模型:
Y=XΘ+E=μ+E

其中,Y 为和 X 分别为 n×p 维因变量矩阵和 n×q 维解
释变量矩阵,Θ为由待估参数组成的 q×p 维系数矩阵,
E 为 n×p 维误差矩阵,E 的每一行为独立同多元正态分

布的 p 维变量,均值为 0,协方差矩阵为 ∑ 。
设 ϑ j,j= 1,2,…;J 为整数集 ϑ = {1,2,…,q}的 J

个子集,对于上述模型,用如下 J 个子集候选模型来拟
合:Y=XjΘj+E = μ j +E,j = 1,2,…J;其中 X j 为 X 由 ϑ j

中 k j 个整数索引的列所组成的 n×k j 维矩阵,而Θj 则为
Θ由 ϑ j 索引的行组成的 k j×p 维矩阵。

对于每个候选模型 j= 1,2,…,J,与 Zhu[7] 相同,考
虑回 归 系 数 矩 阵 的 最 小 二 乘 估 计, 即 Θ̂j =
(XT

j Xj)
-1XT

j Y,令 P j = Xj(XT
j Xj )

-1XT
j ,则有 μ̂ j = XjΘ̂j =

P jY。 关于多元响应线性模型的最小二乘回归,更多详

细的推导过程和讨论可参考 Izenman[10] 以及 Zhu[9] 。
与模型选择方法不同,本文考虑组合每个候选模型的
估计。 给定集合 Η = {ω∈[0,1] J:∑J

j= 1ω j = 1}中的一

个元素 ω = (ω1,ω2,…,ωJ ) T 作为模型平均的权重向
量,则 μ 相应的模型平均估计为

μ̂(ω) = ∑
J

j = 1
ω j μ̂ j = ∑

J

j = 1
ω jP jY ≡ P(ω)Y

组合权重的选择是模型平均方法一个重要的环
节,前人提供了许多方法, 其中一个著名的方法是
Hansen[5]提出的,该方法通过最小化基于预测风险推
导的 Mallows 模型平均准则来得到组合权重估计,由此
得到的权重估计渐进等价于最小化真实预测风险的理
论最优权重。 而针对多元响应的情形,为了更好地利
用多元响应变量之间的相关性信息,考虑如下基于马
氏距离的预测风险:

R ( ω) = EYEYF
[ tr { ∑-1 ( YF - μ̂ ( ω)) ′ ( YF -

μ̂(ω))}],其中 YF 为与 Y 相互独立且同分布的 n×p
维随机矩阵,可以看作因变量未来的观测矩阵。 理论
上,最小化上述预测风险的权重为理想的最优权重,然
而由于其中包含未知量 YF,因此无法直接通过最小化

59



重庆工商大学学报(自然科学版) 第 40 卷

该风险得到权重估计。 一个可行的办法是得到预测风
险的无偏估计作为权重选择准则,Mallows

 

Cp 准则最早
便是作为预测风险的渐进无偏估计提出来的,因此该
风险也被称为“ Mallows 型风险” ( Mallows-type

 

risk),
见 Fujikoshi 和 Satoh[11] 相关的讨论。 针对一元响应线
性回归模型,Hansen[5]提出的 Mallows 模型平均准则由
两项构成:第一项为模型平均估计的残差平方和,即对
拟合优度的度量;第二项为每个候选模型中解释变量
个数的加权组合,可看作对模型复杂度的一个加权惩
罚项。 而针对多元响应线性回归模型, Zhu[9] 基于
Mallows 型预测风险推导的 Mallows 型权重选择准则与
Hansen[5]的 Mallows 权重选择准则形式上相似。

由此可以看出,不论是针对经典的一元响应线性
回归模型还是针对多元响应线性回归模型,基于预测
误差推导出的 Mallows 模型平均准则均在拟合的偏差
和模型复杂度导致的方差之间寻求平衡。 然而由上述

风险推导的准则包含未知的协方差矩阵 ∑ ,因此

Zhu[9]利用最大候选模型来估计 ∑ ,即用一个插入估

计 ∑
^

ϑ
=1 / (n - kϑ)(Y - μ̂ϑ) ′(Y - μ̂ϑ) 来替换准则中

的 ∑ ,得到最终的 MMMA 权重选择准则为

Ĉn(ω) = tr{∑
^ -1

ϑ
(Y - μ̂(ω)) ′(Y - μ̂(ω))} +

2ptr(P(ω)) 。

3　 修改的 Mallows 权重准则
与 Hansen[5]和 Zhu[9]通过一个插入估计得到最终

权重选择准则的做法不同, 受启发于 Fujikoshi 和
Satoh[11] ,本节的目标是通过构造 Wishart 分布来推导
预测风险的无偏估计,得到修改的 Mallows

 

Cp 模型平
均准则。 模型平均估计的马氏 Mallows 型预测风险可
写为

R(ω)= EYEYF
[tr{∑ -1

(YF -μ̂(ω))′(YF -μ̂(ω))}] =

EYEYF
[tr{∑ -1

((XΘ-μ̂(ω))′(XΘ-μ̂(ω)) +

E′E - 2(μ̂(ω) -XΘ)′E)}] =
EY[tr{(XΘ - μ̂(ω))′(XΘ - μ̂(ω))∑ -1

}] +
np

假设用 tr{∑
^ -1

W} 估计该风险时偏差为 B,则上

式可写为 R(ω)=EY[tr{∑
^ -1

W}] + B ,其中残差平方

和W= (Y-μ̂(ω)) ′(Y-μ̂(ω)), ∑ 的无偏估计 ∑
^

ϑ
=

1 / (n - kϑ)(Y - μ̂ϑ) ′(Y - μ̂ϑ) ,由此,偏差 B 可以写为

B = EY[tr{∑ -1
(XΘ- μ̂(ω))′(XΘ- μ̂(ω))}] +

np - EY[tr{∑
^ -1

ϑ
W}]

在 Zhu[9]提出的 MMMA 准则中,B 的估计为 B̂ =

2ptr(P(ω)),考虑改进这个估计。 构造矩阵:

W0 = ∑ - 1
2 YT(In - Pϑ)Y∑ - 1

2

W1 = ∑ - 1
2 YT(Pϑ - P(ω))Y∑ - 1

2 = D -∑
J

j = 1
ω jAj

W2 = ∑
J

j =1
ωjCj = ∑ - 1

2 (Y -XΘ)′P(ω)(Y -XΘ)∑ -
 1

2

Ω1 = ∑ - 1
2 Θ′X′(Pϑ - P(ω))XΘ∑ - 1

2

Ω2 = ∑ - 1
2 Θ′X′P(ω)(P(ω) - I)XΘ∑ - 1

2

其中,Aj =∑
- 1

2 YTPjY∑
- 1

2 ,j = 1,2,…,J; Cj = ∑ - 1
2 (Y -

XΘ)′Pj(Y -XΘ)∑ - 1
2 ,

 

j = 1,2,…,J;
 

D= ∑ - 1
2 Y′PϑY∑ - 1

2

Pϑ
  =

 

X(X′X)-1X′,Pj
  =

 

Xj
 (X′

j
 Xj

 )X′
j

 。
由 Muirhead[12]中 Wishart 分布的定义容易得到定

理 1:
定理 1　 令 W0,D,Aj,Cj,j= 1,2,…,J 为由上述式

子定义的随机矩阵,则它们分别服从非中心 Wishart
分布:Wp( Ip,n-kϑ,Θ′X′( In -Pϑ)XΘ),Wp( Ip,kϑ,Θ′X′
PϑXΘ),Wp ( Ip, k j,Θ′X′P jXΘ) 以及 Wishart 分布:Wp

(Ip,k j),j= 1,2,…,J。
注意到由于误差矩阵 E 各行之间相互独立,因此

对任意常数矩阵 A∈Rn×n,易证得 E(ETAE)= tr(A)∑。
由定理 1 和 Wishart 分布的性质以及 Fujikoshi 和
Satoh[11]中的定理 2 可以得到:

E[tr(W2)] = ptr(P(ω)) = P∑
J

j = 1
ω jk j

E[tr(∑ -1
YTP(ω)(P(ω) - I)Y)] =

　 　 ptr{P(ω)(P(ω) - I)} + tr(Ω2)

E[tr(W
 -1

0 )] = 1
n-kϑ-p-1

Ip

和 E[tr(W1)] = tr(Ω1)+ptr{Pϑ-P(ω)}。 由此,B
可以写为

B = np +EY[tr{W2 +Ω1 +∑ -1
Y

 TP(ω)(P(ω) -I)Y}] -
(n - kϑ)EY[tr{Ip + W

 -1
0 W1 +

∑ -1
W

  -1
0 YTP(ω)(P(ω) - I)Y}] =

1
n -kϑ -p -1

[(2
 

n -2
 

kϑ -p -1)·∑
J

j =1
ωj·p·kj -

(p +1)pkϑ -(p +1)tr(Ω1) -(p + 1)tr(Ω2) -
(p + 1)ptr(P(ω)(P(ω) -I))]

而 tr(Ω1) 和 tr(Ω2) 的无偏估计则可以通过如下
结果得到:

E[tr{((Y-̂Yϑ)T(Y-̂Yϑ))-1(YT(Pϑ-P(ω))Y)}]=

　 E[tr(W
 -1

0 W1)]= 1
n-kϑ-p-1

{p(kϑ-∑
J

j=1
ωjkj)+

 

tr(Ω1)}

同理有,
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E[tr{((Y - Ŷϑ) ′(Y - Ŷϑ)) -1 (Y′P (ω) (P (ω) -

I)Y)}] = 1
n-kϑ-p-1

{ptr(P(ω) (P(ω) -I)) +tr(Ω2 )}

通过简单计算可得:

B̂c = 2p∑
J

j= 1
ω jk j-

(p+1)tr{W-1
ϑ (YT(Pϑ-P(ω))Y}-

(p+1)tr{W-1
ϑ (YTP(ω)(P(ω)-I)Y)}

其中,Wϑ = (Y-PϑY) T(Y-PϑY)。 综上,即可得到最终
修改的马氏 Mallows 权重选择(MMMAc)准则为

MCp(ω)= ntr{∑
^ -1

ϑ W}+2p∑
J

j= 1
ω jk j-

(p+1)∑
J

j= 1
ω j tr{W

 -1
ϑ (W( j) -Wϑ)}-

(p+1)tr{W
 -1
ϑ (YTP(ω)(P(ω)-I)Y)}

则相应的权重向量可通过最小化该准则得到,即
ω̂= argminω∈HMCp(ω)。

4　 模拟实验
上一节提出了修改后的 Mallows 模型平均准则,本

节通过接下来的模拟对比实验, 将修改后的马氏
Mallows 模型平均 ( MMMAc ) 方法与 Zhu[9] 提出的
Mallows 模型平均(MMMA)方法作对比,来探究所提出
的 MMMAc 方法在实际数据处理中的表现。

为了更好地探究所提出的方法的表现,模拟实验
设置与 Zhu[9] 相同,方便起见,这里将对此做简单的介
绍。 模拟数据通过等式 Y=XΘ+E 生成,其中 Y 为 n×2
维因变量,X 为 n×200 维解释变量,X 第一列的每一个
元素均设为 1 来作为截距项,其他的元素则独立采样
于标准正态分布;系数矩阵 Θ为 200×2 维矩阵,第 j 行
为(θ j1,θ j2),其中 θ j1 = c 2α j-(1 / 2)α-1 / 2,θ j2 = c 2α j-α-1 / 10,
这是 Hansen 模拟实验中的系数设置在多元情形的类似
推广;误差矩阵 E 的每一行独立采样于多元正态分布

MVN(0,∑) ,其中协方差矩阵设置为
1 r0

r0 1( ) 。

上述参数有如下设置:令 r0 在{0,0. 3,0. 6,0. 9}之
间变化取值,它的取值越大则反映随机误差之间的相
关性越强;系数 c 用来控制 R2,其中 R2 设置为

(VAR(μj1)+VAR(μj2)) / (VAR(yj1)+VAR(yj2))≈
(VAR(μj1)+VAR(μj2)) / (VAR(μj1)+VAR(μj2)+VAR(εj1)+
VAR(εj2)),
并且在 0. 1 ~ 0. 9 之间以间隔 0. 1 变化,它反映了模型
的信噪比,取值越大反映信噪比越大。 设置参数 α 在
{0. 5,1. 0,1. 5}中变化取值,每次实验的样本量设置为
n= 25,50,100,而候选模型个数对应于样本量分别设置
为 M= 9,11,14,第 m 个模型包含前 m 个解释变量。

本文提出的修改马氏 Mallows 模型平均(MMMAc)
估计通过最小化上一节提出的 MMMAc 准则来得到组
合权重的估计,而马氏 Mallows 模型平均(MMMA)估计

则通过最小化 MMMA 准则选择权重,为了评估它们的
表现,对每个参数组合重复进行 500 次实验。 与 Zhu[9]

相同,对每一次实验计算如下损失:
Rd = tr{∑ -1

( μ̂d(ω) - μ) ′( μ̂d(ω) - μ)},d = 1,
2,…,500。 最终的结果取每次实验的平均损失。

模拟实验的计算结果展示在图 1,图 2 中,分别对应
于样本量 n = 25,50 的情形,样本量为 n = 100 的结果与
n= 50 类似。 为了节省空间,仅展示具有代表性的,即参
数 α 设置为 1. 5、参数 r0 分别设置为 0 和 0. 6 的结果。

可以观察到,随着 R2 增加,两个方法的平均损失均
呈现下降趋势。 这表明随着信噪比的增长,信号强度增
大,两者的预测效果均会变好,这符合人们的认知。
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图 1　 MMMAc 和 MMMA 方法的风险比较(n=25)
Fig. 1　 Risk

 

comparison
 

of
 

MMMAc
 

method
 

and
 

MMMA
 

method(n=25)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

R
IS
K

R2

MMMAc
MMMA

1.50

1.40

1.30

1.20

1.10

1.00

0.90

(a)
 

r=0,n=50

79



重庆工商大学学报(自然科学版) 第 40 卷

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

R
IS
K

R2

MMMAc
MMMA

1.50

1.40

1.30

1.20

1.10

1.00

0.90

(b)
 

r=0. 6,n=50
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此外可以发现,参数 r0 的变化不会导致两个方法

的差距有较大变化,这是由于 MMMAc 准则与 Zhu[9] 提
出的 Mallows 模型平均准则类似,均是由基于马氏距离
(Mahalanobis

 

distance)的预测风险推导而来的,而马氏
距离考虑了多元随机变量之间的相关性,因此在对响
应变量相关性信息的利用方面,MMMAc 方法与 MMMA
方法没有太大区别。

在图 1 中,MMMAc 的平均损失总体来说比 MMMA
小,这表明在这个设定下,MMMAc 优于 MMMA。 注意
到,虽然随着信号强度的增强,两个方法的平均损失均
下降,且差距在逐步缩小,但是当信号强度比较弱的时
候,MMMAc 相较于 MMMA 方法有较大优势。 然而,两
个方法的差异仅在图 1 中比较明显,在图 2 中,两条平
均损失曲线靠近并接近重合,这表明,在样本量比较大
的情形下,两个方法的结果近乎相同。 其实这并不是
一个令人惊讶的结果,事实上,Zhu[9] 证明了所提出的
马氏 Mallows 模型平均方法的渐进最优性,即在概率框
架下,随着样本量趋近无穷,通过最小化 Mallows 权重
选择准则得到的组合权重渐进等价于不可得的理论最
优权重,这为所得到的 Mallows 模型平均估计提供了大
样本支持。 而修改后的 Mallows 权重选择准则为
Mallows 风险的无偏估计,因此它在样本量不足的情形
下也能够提供优秀的估计和预测。

5　 结　 论
为了更充分地利用响应变量之间的相关性信息,

Zhu[9]基于马氏距离预测风险推导了 Mallows 准则,将
准则中未知的协方差矩阵用一个插入估计替换,从而
得到了最终的权重选择准则。 本文考虑修正 Zhu[9] 提
出的 Mallows 准则,通过构造 Wishart 分布推导得到预
测风险的无偏估计作为修改后的 Mallows 模型平均准
则,该准则相比于 MMMA 准则增加了一个偏差矫正项,
减小了对预测风险估计的偏差,因此通过最小化该准

则得到的权重估计能更接近不可得的理论最优组合
权重。

本文通过一个模拟实验将 MMMAc 方法与 MMMA
方法进行对比,探究了修改后的模型平均方法在实际
数据处理中表现。 可以发现,当样本量较大的时候,两
个方法的表现十分接近,这是因为 MMMA 估计具有渐
进最优性,在样本量大的情形下能得到足够优秀的权
重估计,因此在该情形下 MMMAc 对 MMMA 估计并不
能有更大的改进,从这一点上也验证了 MMMA 方法的
大样本性质;而在样本量不足的情形下,MMMAc 相较
于 MMMA 方法优势较为明显,尤其是当信噪比较大的
时候, 这从应用层面证实了 MMMAc 准则相较于
MMMA 准则对预测风险估计的无偏性。 虽然大部分关
于模型平均方法的理论研究致力于探究估计的大样本
性质,但是实际问题中,样本量不足的情形是很普遍
的,因此 MMMAc 有理论和实践价值。
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