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摘　 要:针对现有质心求解算法仍具有较高计算复杂度,导致区间二型模糊 C 均值聚类算法( Interval
 

Type-2
 

Fuzzy
 

C-Means,
 

IT2FCM)运行速度不理想问题,提出了半数迭代法和一次迭代法两种近似质心求解算法。 首先,在直接

求解转换点问题质心求解算法 ( A
 

Direct
 

Approach
 

for
 

Determining
 

the
 

Switch
 

Points
 

in
 

the
 

Karnik – Mendel
 

Algorithm,
 

DA)的基础上,借助二分查找思想,构造出基于二分查找的质心求解算法;接着,以该算法为基础,通过

限制查找范围,考虑两个转换点之间关系的性质和计算差值的技巧得到半数迭代法;最后,考虑只进行一次查找得

到一次迭代法。 在 UCI 上的 5 个数据集上( IRIS、SEEDS、WINE、WIFI_LOCALIZATION 和 HTRU2)验证了两种算法

的聚类性能并没有因为求解的是近似质心而降低;进一步在 ANURAN
 

CALLS 数据集上构造了 8 组数据量递增数

据用于验证基于不同质心求解算法的 IT2FCM 和基于提出的近似质心求解算法的 IT2FCM 运行速度,实验结果表

明:基于近似质心求解算法的 IT2FCM 运行速度较快,所以提出的近似质心求解算法能够在一定程度上缓解

IT2FCM 复杂度过高的问题。
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Abstract:
 

In
 

view
 

of
 

the
 

high
 

computational
 

complexity
 

of
 

the
 

existing
 

centroid
 

solving
 

algorithms
 

leading
 

to
 

the
 

unsatisfactory
 

running
 

speed
 

of
 

interval
 

type-2
 

fuzzy
 

C-means
 

(IT2FCM)clustering
 

algorithm,
 

two
 

approximate
 

centroid
 

solving
 

algorithms,
 

including
 

half
 

iterative
 

method
 

and
 

one-time
 

iterative
 

method,
 

were
 

proposed.
 

Firstly,
 

based
 

on
 

a
 

direct
 

approach
 

for
 

determining
 

the
 

switch
 

points
 

in
 

the
 

Karnik-Mendel
 

algorithm,
  

with
 

the
 

help
 

of
 

the
 

idea
 

of
 

binary
 

search,
 

a
 

centroid
 

solving
 

algorithm
 

based
 

on
 

binary
 

search
 

was
 

constructed.
 

Based
 

on
 

this
 

algorithm,
 

by
 

limiting
 

the
 

search
 

range,
 

and
 

considering
 

the
 

nature
 

of
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

two
 

conversion
 

points
 

and
 

the
 

skill
 

of
 

calculating
 

the
 

difference,
 

the
 

half
 

iterative
 

method
 

was
 

obtained.
 

Finally,
 

the
 

one-time
 

iterative
 

method
 

was
 

obtained
 

by
 

considering
 

only
 

one
 

search.
 

Five
 

data
 

sets
 

(IRIS,
 

SEEDS,
 

WINE,
 

WIFI_LOCALIZATION
 

and
 

HTRU2)
 

on
 

UCI
 

verified
 

that
 

the
 

clustering
 

performances
 

of
 

the
 

two
 

algorithms
 

were
 

not
 

reduced
 

by
 

solving
 

approximate
 

centroid.
 

Further,
 

eight
 

groups
 

of
 

incremental
 

data
 

were
 

constructed
 

on
 

ANURAN
 

CALLS
 

data
 

set
 

to
 

compare
 

the
 

running
 

speed
 

of
 

IT2FCM
 

based
 

on
 

different
 

centroid
 

solving
 

algorithms
 

and
 

IT2FCM
 

based
 

on
 

the
 

proposed
 

approximate
 

centroid
 

solving
 

algorithm.
 

The
 

experimental
 

results
 

showed
 

that
 

IT2FCM
 

based
 

on
 

approximate
 

centroid
 

solving
 

algorithm
 

ran
 

faster.
 

Therefore,
 

the
 

proposed
 

approximate
 

centroid
 

algorithm
 

can
 

alleviate
 

the
 

high
 

complexity
 

of
 

IT2FCM
 

to
 

a
 

certain
 

extent.
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1　 引　 言
聚类是将一组样本数据划分为不同簇的过程,目

的是使簇类数据尽可能相似,簇间数据尽可能相异。
由于没有外部标签,聚类算法是一类无监督学习算法。
经典的聚类算法都是“硬划分”算法,即每个样本只能

属于某一个簇,具有非此即彼性,所以无法处理现实中

大量存在的模糊问题。 随着 Zadeh[1] 模糊集理论的提

出,有了处理模糊问题的工具,开始出现模糊聚类,其
中最经典的是基于求解带约束非线性规划得出的 FCM
聚类算法[2] 。 FCM 由于能够处理样本数据亦此亦彼的

特性,在图像分割、模式识别、信道均衡等领域均有着

重要运用。 FCM 中引入模糊系数 m,而 m 的选取对聚

类性能的影响很大。 为了管理和控制 m 的不确定性,
Huang 等[3]将 FCM 扩展到 IT2FCM;袁飞等[4]扩展了基

于点数据集的 IT2FCM,将其扩展到区间不确定数据的

聚类中,提出了区间数的区间二型模糊 C 均值聚类算

法。 随着 α-plane 理论[5]的出现,一般二型模糊集可以

被 α-plane 截成许多特殊的区间二型模糊集,使得一般

二型模糊集计算难度降低。 Linda 等[6] 进一步将其扩

展到一般二型模糊集上的模糊 C 均值聚类算法
 

(General
 

Type-2
 

Fuzzy
 

C-Means,
 

GT2FCM)。
经典的 IT2FCM 选用的是 Karnik-Mendel

 

Algorithm
(KM)算法[7]求解质心,由于用 KM 算法求解质心有很多

重复计算,导致 IT2FCM 运行速度不理想。 而质心是区

间二型模糊集中重要的概念,之后出现了很多改进的

算法: 增 强 的 KM 算 法[8] ( Enhanced
 

Karnik-Mendel
 

Algorithms,
 

EKM),相较于 KM 算法,它能够减少迭代

次数,从而减少计算量达到节约计算成本的目的;DA
算法[9] ,其最大特点是没有迭代过程,使得它在一些情

况下优于之前的迭代算法;DAND 算法[10] ,一种新的

DA 算法,与 DA 算法一样没有迭代过程,但是与 DA 算

法最大的不同在于不再需要计算偏导数等。
在以往的研究中,研究者专注于对模糊系数 m 的

建模与管理,从而使得模糊聚类性能得到提高,聚类效

果更稳定,但也相应提高了算法的复杂度,使得相关模

糊聚类算法只能处理小的数据集,无法应用于现实中

大量数据的情况。 影响算法复杂度的关键在于对质心

的求解,降低质心求解的复杂度就能提高聚类算法的

运算效率。
基于上述启发,邱存勇等[11] 提出一种基于加权平

均初始化同时参考 EKM 算法的聚类算法。 其主要创

新之处在于:参考一些新改进的质心求解算法,最终选

择从 DA 算法出发,改造质心求解算法;实验验证了

IT2FCM 对于近似质心不敏感,计算近似质心效率显然

高于计算精确质心,受此启发提出两种近似质心求解

算法。
本文其余部分组织如下:第一部分回顾区间二型

模糊集及其质心、KM 算法、DA 算法和 IT2FCM 算法相

关概念与内容;第二部分介绍两种通过 DA 算法改进的

近似质心求解算法;第三部分通过几个经典的数据集

来说明所提出算法的有效性;最后在第四部分中给出

结论。

2　 知识回顾
2. 1　 区间二型模糊集及其质心

一般二型模糊集的概念最初由 Zadeh[1] 提出,目的

是为模糊逻辑系统提供额外的自由度。 一般二型模糊

集和一型模糊集差别在于二型模糊集的隶属度是用一

个一型模糊集描述。 一般二型模糊集的计算复杂度过

高,Mendel 等[12]由此提出了区间二型模糊集。

定义 1[12](区间二型模糊集) 　 区间二型模糊集 A
~

是一个次隶属度为 1 的二型模糊集,其定义为 A
~

= ∫ x∈X

∫ μ∈Jx
1 / ( x, μ ) = ∫ x∈X ∫ μ∈Jx

1 / μ[ ] / x 或 A
~

= ∑x∈X

∑μ∈Jx
1 / μ[ ] / x,这里 Jx⊆[0,1]是元素 x 关于 A

~
的主隶

属度,μ 是 Jx 中某个主隶属度值。
显然,一个区间二型模糊集可视为所有嵌入式一

型模糊集∑x∈X
 μ / x 组成的集合,这里 μ∈Jx。

定义 2[12-13](不确定性足迹) 　 区间二型模糊集主

隶属函数的不确定性构成的有界区域叫作不确定性足

迹(图 1),记作 FOU,即 FOU(A
~
)= ∪

x∈X
x×Jx。

定义 3[12](上下隶属度) 　 区间二型模糊集 A
~
的下

隶属函数(LMF(A
~
))和上隶属函数(UMF(A

~
))是两个

一型隶属函数,它们分别是 FOU(A
~
)的下、上边界(图

1),下隶属度是 FOU(A
~
)中所有最小隶属度 μ

- A
~(x)的并

集;上隶属度函数是 FOU(A
~
)中所有最大隶属度 μ

-

A
~ (x)

的并集,即

LMF(A
~
)= {μ

- A
~(x) | x∈X}

UMF(A
~
)= {μ-

A
~(x) | x∈X}

对于离散型论域,不妨简记 xi 关于区间二型模糊

集 A
~
的最小隶属度 μ

- A
~ (xi)为 μ

- i,最大隶属度 μ-
A
~ (xi)为

μ- i,∀xi∈X。
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UMF(A)~

LMF(A)~

FOU(A)~

X

图 1　 上下隶属函数和 FOU
Fig. 1　 Upper

 

and
 

lower
 

membership
 

functions
 

and
 

FOU

质心是模糊聚类算法中的一项重要参数[14] 。 区间

二型模糊集的质心由所有嵌入式一型模糊集的质心组

合而成。
定义 4[9](一型模糊集质心) 　 设论域 X = {x1,x2,

…,xN},A
~
是 X 上的一个区间二型模糊集,其中的一个

嵌入式一型模糊集记为∑
N

i= 1
μi / xi,这里 μi∈Jxi

,则这个一

型模糊集的质心 v 定义如下:

v =
∑
N

i = 1
xiμi

∑
N

i = 1
μi

(1)

如果每个嵌入式一型模糊集都如式(1)计算质心,
则整个区间二型模糊集的质心可用区间表示,记为 v~ =
vl,vr[ ] 。 其中,

vl = inf
μi∈Jxi

∑
N

i = 1
xiμi

∑
N

i = 1
μi

,vr = sup
μi∈Jxi

∑
N

i = 1
xiμi

∑
N

i = 1
μi

取这个区间的中点即得到整个质心的中心 v=
vl+vr

2
。

2. 2　 KM 算法

KM 算法[7]是一种求解区间二型模糊集质心的算

法。 它指出在计算质心区间时,不需要遍历计算每个

嵌入式一型模糊集的质心,而只需要找到数据集中的

转换点 L 和 R,就有

vl =
∑

L

i = 1
xiμ

-
i + ∑

N

i = L+1
xiμ- i

∑
L

i = 1
μ- i + ∑

N

i = L+1
μ
- i

 (2)

vr =
∑

R

i = 1
xiμ- i + ∑

N

i = R+1
xiμ

-
i

∑
R

i = 1
μ
- i + ∑

N

i = R+1
μ- i

(3)

可以发现,它们满足

xL≤vl≤xL+1,xR≤vr≤xR+1

KM 算法能通过迭代的方式计算出 vl 和 vr。
2. 3　 DA 算法

DA 算法[9]是一种改进的求解质心的算法。 通过

式(1)求出所有偏导数
∂v
∂μ j

,在偏导数为零的点的附近

即是可能的转换点,进而计算出质心,实验仿真结果表

明该方法优于其他迭代算法,比如 KM 算法以及它的改

进算法 EKM 等。

DA 算法核心在于如何表示对式(1)的偏导数
∂v
∂μ j

,

该算法将偏导数表示成正负两部分之和: ∂v
∂μ j

= ( pos j +

neg j)(∑
N

i= 1
μi) 2。 pos j 和 neg j 分别表示如下:

posj =

0,　 　 j = 1

(∑ 1

i =1
μi)δx2 + (∑ 2

i =1
μi)δx3 +… +(∑ j-1

i =1
μi)δxj[ ]

 

　 　 j ∈ 2,N[ ]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

negj =

- (∑N

i =j+1
μi)δxj+1 + … + (∑N

i =N-1
μi)δxN-1[ ] -

　 (∑N

i =N
μi)δxN,

 

j ∈ 1,N - 1[ ]
　

0,
 

　 　 j = N

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中, δx j = x j - x j-1, 这里 x j{ } N
j= 1 按升序排列。 由于

(∑
N

i= 1
μi) 2≥0,所以

∂v
∂μ j

的符号主要取决于 pos j+neg j。

2. 4　 区间二型模糊集上的模糊 C 均值聚类

IT2FCM[3]是基于 FCM 的扩展,它采用两个模糊系

数 m1、m2,从而获得随模糊系数变化的不确定域,从而

提高了模糊聚类算法处理不确定性的能力。 结果也证

明 IT2FCM 算法能够获得更好的聚类结果。
算法 1　 (IT2FCM)
输入:数据集 X = { x1,x2,…,xN },其中 xi = ( xi1,

xi2,…,xiM)是一个 M 维向量
 

( i= 1,2,…,N)。
输出:v 和 label,分别表示最终聚类中心和每个数

据样本的聚类类别。
Step1　 给定初始聚类数 c,2≤c≤N;设置模糊系

数 m1 和 m2,m1 和 m2 选择没有理论上的参考值,在实

际聚类问题中取值范围一般为 1. 5,2. 5[ ] [15] ;设置迭

代阈值 ε,随机初始化聚类中心 vj = (vj1,vj2,…,vjM),j =
1,2,…,c。
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Step2　 遍历 j 从 1 到 c,使用式(4)、式(5)计算隶

属度:

μ
- j(xi) = min

1

∑
c

k = 1

d ji

dki
( )

2
m1-1

, 1

∑
c

k = 1

d ji

dki
( )

2
m2-1( )

 

(4)

μ- j(xi) = max
1

∑
c

k = 1

d ji

dki
( )

2
m1-1

, 1

∑
c

k = 1

d ji

dki
( )

2
m2-1( )

 

(5)

这里把每个聚类中心 vj 对应一个区间二型模糊

集,μ
- j(xi)和 μ- j(xi)分别表示 xi 属于第 j 个聚类中心的

最小、最大主隶属度值。 其中 d ji 表示第 i 个数据样本

到第 j 个聚类中心的距离,一般选择欧氏距离。
Step3　 遍历 s 从 1 到 M,将 xis{ } N

i= 1
 中元素重新按

升序排列,记为 x'
is{ } N

i= 1
 ,并用质心求解算法得 x′

is{ } N
i= 1

 的

质心,用区间 vjsl,vjsr[ ] 表示,其对应的转换点分别记为

L js 和 R js。
Step4　 通过式 v′js = (vjsl +vjsr) / 2,s = 1,2,…,M 降型

得到 v′j =(v′j1,v′j2,…,v′jM),若‖v′j-vj‖2 <ε,转到 Step5;否

则以 v′j 代替 vj,转到 Step2 重新计算 μ
- j(xi)和 μ- j(xi)。

Step5　 隶属度降型。 计算公式如下:

μ j(xi) = 1
2M∑

M

s = 1
[μR

js(xi) + μ L
js(xi)]

μR
js(xi)=

μ
- j(xi),

 

xis≤x′
R js

μ- j(xi),
 

xis>x′
R js

ì

î

í
ïï

ïï

μL
js(xi)=

μ- j(xi),
 

xis≤x′
Ljs

μ
- j(xi),

 

xis>x′
Ljs

ì

î

í
ïï

ïï

为了根据隶属度划分数据样本类别,这里将聚类

中心对应的区间二型模糊集降型为一型模糊集,这里

μ j(xi)表示 xi 属于第 j 个聚类中心的隶属度,是一型模

糊集的隶属度。
Step6　 硬划分:若 μ j(xi)= max

k= 1,…,c
μk(xi){ } ,则把数

据样本 xi 划分到第 j 个类别中。

3　 近似质心求解算法
3. 1　 基于二分查找的质心求解算法

在 DA 算法中,首先,posj 和 negj 的表示法相对复

杂;其次,DA 算法是一种蛮力的方法,它需要计算出所有

偏导数。 下面介绍一种简化 posj 和 negj 的表示并且勿需

遍历所有 N 个
∂v
∂μj

即可求解质心的算法。 由于

∂v
∂μ k

=
xk∑

N

i = 1
μ i - ∑

N

i = 1
xiμ i

∑
N

i = 1
μ i( )

2

对于上述偏导数,由于只关心它的正负,而分母是恒大

于 0 的,所以只需关注分子,记为 F(k)。 即

F(k) 􀰛 xk∑
N

i = 1
μ i - ∑

N

i = 1
xiμ i =

∑
N

i = 1
(xk - xi)μ i =

∑
k-1

i = 1
(xk - xi)μ i + ∑

N

i = k+1
(xk - xi)μ i (6)

由于 xi{ } N
i= 1 按升序排列,所以∑

k-1

i= 1
( xk - xi ) μi ≥0;

∑
N

i=k+1
(xk-xi)μi≤0,F(k)显然是单调增的。

DA 算法关键点在于找到偏导数的转换点 L 和 R。
找到 L 点,则可找到区间二型模糊集质心的最小值 vl。

式(6)中:当 k≤L 时,F(k) ≤0,此时
∂v
∂μk

≤0,v 可看作

关于 μk 的减函数,故要想取得 v 的最小值 vl,当 i≤k

时,令 μi 取 μ- i;当 k>L 时,F(k) >0,此时
∂v
∂μk

>0,v 可看

作关于 μk 的增函数,故要想 v 取得最小值 vl,当 i>k 时,
令 μi 取 μ

- i。 故可将式(6)转化成

F1(k) 􀰛 ∑
k-1

i = 1
(xk - xi)μ

-
i + ∑

N

i = k+1
(xk - xi)μ- i

于是 F1(L) ≤0,F1(L+1) >0,从而可得 vl。 同理,要想

找到转换点 R,可将式(6)转化成

F2(k) 􀰛 ∑
k-1

i = 1
(xk - xi)μ- i + ∑

N

i = k+1
(xk - xi)μ

-
i

于是 F2(R)≤0,F2(R+1)>0,从而求出 vr。
显然 F1 ( k) ≥F2 ( k),对任意 k = 1,2,…,N。 并

且有

性质 1　 F1(k)和 F2(k)均是 k 的单增函数。
证　 明　 以 F1(k)为例,设 k1 >k2,有
F1(k1) - F1(k2) =

　 　 ∑
k1-1

i = 1
(xk1

- xi)μ
-
i + ∑

N

i = k1+1
(xk1

- xi)μ- i -

　 　 ∑
k2-1

i = 1
(xk2

- xi)μ
-
i - ∑

N

i = k2+1
(xk2

- xi)μ- i =

　 　 ∑
k2-1

i = 1
(xk1

- xk2
)μ- i + ∑

N

i = k1+1
(xk1

- xk2
)μ

- i +

　 　 ∑
k1-1

i = k2

(xk1
- xi)μ

-
i - ∑

k1

i = k2+1
(xk2

- xi)μ- i =
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　 　 (xk1
- xk2

) ∑
k2-1

i = 1
μ- i + ∑

N

i = k1+1
μ
- i( ) +

　 　 ∑
k1-1

i = k2

(xk1
- xi)μ

-
i + ∑

k1

i = k2+1
(xi - xk2

)μ
- i

 (7)

对于式(7),三项中每一项都大于 0,所以最后原式

大于 0,即 F1 ( k) 单调增。 F2 ( k) 单调增类似可证,
证毕。

基于二分查找的质心求解算法原理:由性质 1 知

F1(k)和 F2(k)均是 k 的单增函数,k= 1,2,…,N。 以求

解 vl 为例,要想找到 vl 的转换点 L,首先考虑中间位置

的数值(以 mid 表示中间位置索引下标),即 F1(mid),
若 F1(mid)≤0,则下次查找范围在 mid,N[ ] ,继续计算

这部分范围中间位置的数值;若 F1(mid) >0,则下次查

找范围在 1,mid[ ] ,继续计算这部分范围中间位置的

数值。
算法 2(基于二分查找的质心求解算法)
输入:数据集 X = x1,x2,…,xN{ } ,这里 xi{ } N

i= 1
 按升

序排列,且每个 xi 对应的区间二型模糊集最小、最大主

隶属度分别记为 μ
- i,μ

-
i

 ( i= 1,2,…,N)。

输出:L 和 vl 与 R 和 vr。
Step1　 令 l= 1,r=N,l 和 r 为下标索引。
Step2　 找到最大的 l∈ 1,N-1[ ] ,满足 F1( l) ≤0

 

(或 F2( l)≤0)。
以查找 L 为例,规则如下:当 l<r 时,若 F1(⌊( l+r) /

2」)≤0,则令 l= ⌊( l+r) / 2」;若 F1( ⌊ ( l+r) / 2」) >0,则
令 r= ⌊ ( l+ r) / 2」。 继续计算 F1 ⌊( l+r) / 2」( ) ,返回循

环;当 l+1 = r 时,查找结束,令 L= l。
若查 找 R, 则 将 上 述 F1 ⌊( l+r) / 2」( ) 改 成

F2 ⌊( l+r) / 2」( ) ,其余规则不变。 查找结束后,令 R= l。
Step3　 将 L 代入式(2)计算 vl(将 R 代入公式(3)

计算 vr)。
二分查找的时间复杂度是 O( log2N),每次循环的

时间复杂度是 O(N),所以最后该算法的时间复杂度为

O(N log2N)。 由于算法复杂度仍然不够理想,同时计

算 F1(k)或 F2(k)是个相对耗时的过程,所以有必要减

少计算量,降低算法的时间复杂度。
3. 2　 半数迭代法

3. 2. 1　 转换点 L 和 R 的关系

性质 2　
 

L≤R。
证　 明　 因为对任意 k= 1,2,…,N;F1(k)≥F2(k)。

L 是满足 F1(k)≤0 中最大的点,所以 F2(L)≤F1(L)≤
0。 R 是满足 F2(k)≤0 中最大的点,所以 0<F2(R+1)≤

F1(R+1)。 因此 F1(L) <F1(R+1),F2(L) <F2(R+1)。
由性质 1,F1( k)和 F2( k)均是 k 的单增函数,所以有

F1(L)≤F1(R),F2(L)≤F2(R),从而 L≤R,证毕。
3. 2. 2　 计算差值

在算法 2 中,计算 F1(k)(或 F2(k))是相对比较耗

时的,所以可以考虑只计算初始的 F1 ⌊( l+r) / 2」( ) (或

F2 ⌊( l+r) / 2」( ) ),之后 F1(k) (或 F2(k))函数值的计

算用初始值加上差值即可,差值见式(7),计算差值比

计算出完整的 F1(k) (或 F2(k))耗时短。 以性质 1 的

证明为例:假设已计算出 F1(k2),需要再计算 F1(k1 ),
直接计算 F1(k1)需运行加法 N 次,减法 N-1 次,乘法

N-1 次;而计算差值时,运算加法 N+k1 -k2 +1 次,减法 2
× ( k1 - k2 + 1 ) 次, 乘 法 2 × ( k1 - k2 ) + 1 次。 若

F1 ⌊(1+N) / 2」( ) ≤0,则当 N 足够大时,第一次计算的

差值运算的乘法约为(N-1) / 2+1 次,要小于完整计算

F1(k)时乘法的运算量 N-1 次,之后若循环还没结束,
则差值乘法的运算次数就更少了,而计算 F1(k)乘法运

算次数不变。 在计算机中,乘法的运算时间要慢于加

减法,所以运算更少的乘法保证了计算差值比计算完

整的 F1(k)(或 F2(k))耗时要短。
半数迭代法原理:在基于二分查找的质心求解算

法基础上,考虑到计算差值和转换点 L 和 R 的关系,只
考虑 F1(mid)≤0(或 F2(mid)≤0)的情形,因此求出的

质心不再是精确的质心,而是近似质心,并且显然近似

质心区间包含在精确质心区间内。 随着 IT2FCM 算法

的迭代,去模糊化的近似质心能够慢慢收敛。

值得注意的是,近似转换点 L
~
和 R

~
不再有性质 2

的结论,但仍在限制 L
~
≤R

~
的基础上求解近似质心。

算法 3(半数迭代法)
输入:数据集 X = x1,x2,…,xN{ } ,这里 xi{ } N

i= 1
 按升

序排列。 且每个 xi 对应的区间二型模糊集最小、最大

主隶属度分别记为 μ
- i,μ

-
i

 ( i= 1,2,…,N)。

输出:R
~
和 vr 与 L

~
和 vl。

(1)
 

求 R
~
和 vr

Step1　 令 l= 1,r=N,l 和 r 为下标索引。

Step2　 如果 F2(N)≤0,则令 R
~

=N,转到 Step4;否
则,转到 Step3。

Step3　 查找到近似转换点 R
~
,规则如下:当 l<r 时,

若 F2 ⌊( l+r) / 2」( ) ≤ 0, 则 令 l = ⌊ ( l + r ) / 2 」; 若

F2 ⌊( l+r) / 2」( ) >0,则提前跳出循环。 若未提前跳出循

环,继续计算 F2 ⌊( l+r) / 2」( ) (通过差值计算),返回循
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环;当 l+1 = r 时查找结束,令 R
~

= ⌊( l+r) / 2」。

Step4　 将 R
~
代入式(3)计算 vr 同时保存 R

~
。

(2)
 

求 L
~
和 vl

Step1　 令 l= 1,r = R
~
,l 和 r 为下标索引,r 初始化

指向 vr 的近似转换点 R
~
。

Step2　 如果 F1(N)≤0,则令 L =N,转到 Step4;否
则,转到 Step3。

Step3　 查找到近似转换点 L
~
,规则如下:当 l<r 时,

若 F1 ⌊( l+r) / 2」( ) ≤ 0, 则 令 l = ⌊ ( l + r ) / 2 」; 若

F1 ⌊( l+r) / 2」( ) >0,则提前跳出循环。 若未提前跳出循

环,继续计算 F1 ⌊( l+r) / 2」( ) (通过差值计算),返回循

环;当 l+1 = r 时查找结束,令 L
~

= ⌊( l+r) / 2」。

Step4　 将 L
~
代入式(2)计算 vl。

3. 3　 一次迭代法

一次迭代法原理:在基于二分查找的质心求解算

法基础上,只计算第一次 F1(mid) (或 F2(mid)),然后

将根据 F1(mid)(或 F2(mid))的正负选择的第二次中

间位置作为转换点的近似,此时不必再计算 F1(mid)
(或 F2(mid))。

一次迭代法的速度是最快的,求出的近似质心与

精确质心差距相较于半数迭代法求出的近似质心与精

确质心差距更大,但是没能求出精确质心的上下界导

致一次迭代法求出的近似质心区间同样包含在精确质

心区间中,随着 IT2FCM 算法的迭代,近似质心去模糊

化后同样会慢慢收敛。
算法 4　 (一次迭代法)
输入:数据集 X = x1,x2,…,xN{ } ,这里 xi{ } N

i= 1
 按升

序排列,且每个 xi 对应的区间二型模糊集最小、最大主

隶属度分别记为 μ
- i,μ

-
i

 ( i= 1,2,…,N)。

输出:L
~
和 vl 与 R

~
和 vr。

Step1　 令 l= 1,r=N。

Step2　 如果 F1(N)≤0,则令 L
~

=N,转到 Step4;否
则,转到 Step3。

Step3　 以查找近似转换点 L
~
为例,规则如下:

 

若

F1 ⌊( l+r) / 2」( ) ≤ 0, 则 令 l = ⌊ ( l + r ) / 2 」; 若

F1 ⌊( l+r) / 2」( ) >0,则令 r= ⌊( l+r) / 2」;最后令 L
~

= ⌊( l+
r) / 2」为近似转换点。

若查找近似转换点 R
~
,则将上述 F1 ⌊(l+r) / 2」( ) 改成

F2 ⌊(l+r) / 2」( ) ,其余规则不变,最后令 R
~

=⌊(l+r) / 2」。

Step4　 将 L
~
代入式(2)计算 vl(将 R

~
代入公式(3)

计算 vr)。
3. 4　 两种近似算法复杂度分析

对于半数迭代法,由于它基于二分查找,所以它的

迭代上限是log2
 N 次,每次迭代主要是计算 F1( k) (或

F2(k)),计算它们的时间复杂度是 O(N),所以半数迭

代法最终的时间复杂度是 O(N log2
 N);一次迭代法的

迭代次数为 1 次, 每次迭代的时间复杂度同样是

O(N),所以一次迭代法最终的时间复杂度为 O(N)。

4　 实验设计与验证
本节中,为了比较基于近似质心求解算法和基于

精确质心求解算法的 IT2FCM 的运行速度,实验分为

两个部分。 第一部分主要比较基于精确质心求解算

法(以 KM 算法为例) 的 IT2FCM 和基于近似质心的

IT2FCM 的聚类性能,同时记录在不同数据集中,基于

半数迭代法的 IT2FCM 计算一次近似质心迭代的次数

范围(对数据每一个分量都做一次半数迭代法,找到

其中最少迭代次数和最大迭代次数),用来估计半数

迭代法的迭代次数;第二部分比较这两类算法的速

度。 模糊系数 m1 和 m2 分别固定为 1. 5 和 2. 5,实验

数据都来自 UCI。 实验平台为 Intel
 

I7 处理器,系统为

Win10 家庭版,编程语言及版本为 python3. 8,时间成

本由 python 的 time 库中的 perf_counter( ) 方法计算

得出。
4. 1　 聚类性能

由于下面实验的数据集都是带有标签的,所以可

以选择聚类性能度量中的“外部指标”类,常用的外部

指标有 Jaccard 系数、FM 指数和 Rand 指数[16]等。 这些

性能度量的结果值都在 0,1[ ] 区间,值越大越好。 为了

计算简单, 这里选择的外部指标为 Rand 指数 ( 简

记 RI)。
对数据集 X = {x1,x2,…,xi,…,xN},其中 xi 是向

量,表示一个数据样本,若标签给出的簇划分 C = {C1,
C2,…,Ck },聚类得出的簇划分为 C∗ = {C∗

1 ,C∗
2 ,…,

C∗
s },相应地,令 λ和 λ∗分别表示与 C 和 C∗对应的簇

标记向量。 记

SS= {(xi,xj) λ i =λ j,λ∗
i =λ∗

j ,i<j}
DD= {(xi,xj) λ i≠λ j,λ∗

i ≠λ∗
j ,i<j}

其中 SS 表示在 C 中属于相同簇且在 C∗中也属于

相同簇的样本对的集合;DD 表示在 C 中属于不同簇且

在 C∗中也属于不同簇的样本对的集合。 a = SS ,d =
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DD 分别表示两个集合的基数。
定义 5[16] 　 (Rand 指数)记为

RI= 2(a+d)
N(N-1)

这部分实验选用 UCI 上 5 个数据集,其中有 3 个

小数据集:IRIS、SEEDS 和 WINE,2 个较大数据集:WIFI
_LOCALIZATION 和 HTRU2。 数据描述见表 1,实验结

果见表 2。

表 1　 数据描述

Table
 

1　 data
 

description

数据集 IRIS SEEDS WINE WIFI_LOCALIZATION HTRU2

类别 3 3 3 4 2

每类包含数据量 50 / 50 / 50 70 / 70 / 70 59 / 71 / 48 500 / 500 / 500 / 500 1
 

639 / 16
 

259

表 2　 Rand 指数

Table
 

2　 Rand
 

index

算　 法

数据集

IRIS SEEDS WINE
WIFI_LOCALI

ZATION
HTRU2

KM 算法 0. 862
 

3 0. 878
 

9 0. 933
 

1 0. 940
 

7 0. 847
 

2

半数迭代法 0. 873
 

7 0. 873
 

0 0. 939
 

8 0. 920
 

8 0. 846
 

1

一次迭代法 0. 867
 

9 0. 889
 

5 0. 927
 

4 0. 940
 

2 0. 843
 

6

从表 2 可以看出:无论是小的数据集还是较大的

数据集,本文提出的两种基于近似质心求解的 IT2FCM
算法的聚类性能与传统的基于 KM 算法求解精确质心

的 IT2FCM 算法相差无几,由此说明这两种基于近似质

心求解算法的 IT2FCM 算法的有效性。 于是在保证聚

类性能的基础上,就可以进一步比较算法运行的速度。
4. 2　 半数迭代法迭代次数估计

在 3. 2 节得出的半数迭代法理论上的时间复杂度

是 O(N log2N),实际上它的迭代次数被高估了。 在 KM
算法中,它有一个被证明的迭代上限[17] :(N-1) / 2,但
在实验仿真中,迭代次数位于 2—6 之间,与 N 大小无

关。 借助同样的想法,这部分实验测试了在不同数据

集下的迭代次数,结果(表 3)表明它的迭代次数位于 1
到 5 之间,但基本 2 次迭代就跳出循环。 所以最后,无
论是 KM 算法还是本文提出的两种近似质心求解算法

时间复杂度都是 O(N)。
表 3　 迭代次数

Table
 

3　 Number
 

of
 

iterations

数据集 IRIS SEEDS WINE WIFI_LOCALIZATION HTRU2

迭代次数范围

众数

1—3
 

2
1—3

 

2
1—3

 

2
1—5

 

2
1—5

 

2

4. 3　 算法速度比较

这部分实验数据截取自 ANURAN
 

CALLS,原本的

数据集包含 3 列类别标签。 这里只考虑 Genus 标签,同

时只考虑其中 Adenomera 和 Hypsiboas 这两类数据。 截

取数据量为 200 的数据集作为第一组数据,两类各占

一半,通过倍增方式(将该小数据集复制成需要的倍数

再合并成一组数据集) 构造出具有 400、 600、 800、 1
 

000、1
 

200、1
 

400 和 1
 

600 数据量的其他 7 组数据,共 8
组数据。 这样能够保证聚类性能不变的同时排除非数

据增长因素对聚类时间造成的影响。 每种算法在每组

数据下运行 12 次,部分结果见表 4—表 9。

表 4　 KM 算法运行时间

Table
 

4　 Running
 

time
 

of
 

KM
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1. 92 4. 38 7. 87 12. 34 18. 09 27. 54 27. 60 44. 76

2 1. 89 3. 71 8. 01 14. 01 17. 80 24. 44 31. 41 39. 99

3 1. 89 5. 66 10. 15 12. 40 20. 16 24. 22 39. 43 40. 27

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 2. 10 4. 37 8. 80 11. 00 22. 64 27. 50 31. 32 39. 61

12 1. 96 4. 93 8. 84 13. 68 18. 05 27. 51 35. 70 39. 31

表 5　 EKM 算法运行时间

Table
 

5　 Running
 

time
 

of
 

EKM
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0. 81 1. 87 2. 70 3. 65 4. 25 5. 80 7. 70 9. 57

2 0. 86 1. 97 2. 91 5. 62 7. 15 5. 71 5. 95 8. 26

3 0. 86 1. 79 2. 34 4. 30 5. 60 5. 06 6. 71 8. 34

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 1. 00 2. 47 3. 31 4. 85 5. 10 8. 23 7. 32 7. 87

12 0. 85 1. 51 2. 31 5. 15 5. 14 5. 03 6. 66 8. 12
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表 6　 DA 算法运行时间

Table
 

6　 Running
 

time
 

of
 

DA
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1. 31 2. 29 3. 46 5. 39 6. 79 7. 38 8. 83 10. 17

2 1. 35 2. 01 3. 41 3. 92 6. 88 7. 48 8. 58 11. 27

3 1. 24 1. 97 4. 28 4. 62 6. 03 8. 23 7. 71 10. 22

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 1. 08 2. 65 3. 41 3. 50 6. 76 7. 47 8. 63 12. 72

12 1. 22 2. 30 3. 91 4. 56 6. 06 8. 15 9. 57 9. 98

表 7　 DAND 算法运行时间

Table
 

7　 Running
 

time
 

of
 

DAND
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1. 32 2. 30 2. 89 4. 76 6. 28 8. 40 7. 83 10. 42

2 0. 86 2. 43 3. 63 6. 51 6. 32 7. 38 9. 16 9. 16

3 1. 12 2. 61 3. 46 5. 17 6. 94 6. 66 8. 02 11. 50

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 1. 17 2. 31 3. 11 4. 88 6. 17 6. 72 8. 01 10. 49

12 0. 89 2. 31 3. 13 4. 27 6. 11 6. 46 9. 08 11. 84

表 8　 半数迭代法运行时间

Table
 

8　 Running
 

time
 

of
 

half
 

iteration
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1. 43 2. 04 3. 03 4. 15 6. 98 8. 41 8. 78 12. 69

2 1. 50 2. 30 3. 47 4. 69 6. 75 9. 31 8. 52 8. 97

3 1. 29 2. 12 3. 87 4. 75 6. 02 7. 68 10. 63 10. 11

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 2. 13 1. 97 3. 07 5. 43 7. 61 7. 30 8. 64 10. 26

12 1. 23 2. 97 3. 93 4. 90 5. 98 7. 26 9. 02 11. 60

表 9　 一次迭代法运行时间

Table
 

9　 Running
 

time
 

of
 

one
 

iteration
 

algorithm s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1. 36 1. 64 2. 73 3. 22 4. 21 5. 90 6. 26 7. 60

2 0. 93 1. 94 2. 44 4. 92 4. 32 5. 21 6. 52 7. 38

3 0. 93 1. 56 2. 46 4. 77 5. 31 5. 82 8. 75 7. 39

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

11 1. 06 1. 36 2. 13 3. 79 5. 39 5. 76 7. 59 7. 17

12 0. 87 1. 98 2. 78 3. 80 4. 71 7. 05 5. 46 8. 54

然后对每种算法在每组数据下的 12 个值,去掉最

大值和最小值再取平均得到表 10,最后画出图 2。

表 10　 时间比较

Table
 

10　 Time
 

comparison s

第 i 次实验
 

组　 别

1 2 3 4 5 6 7 8

KM 算法 1. 97 4. 88 8. 43 13. 05 20. 14 25. 89 33. 15 42. 11

EKM 算法 0. 91 1. 85 2. 80 4. 25 4. 95 5. 75 6. 87 8. 25

DA 算法 1. 20 2. 39 3. 61 5. 07 6. 86 7. 54 8. 87 10. 23

DAND 算法 1. 11 2. 39 3. 44 4. 52 6. 08 7. 05 8. 71 10. 72

半数迭代法 1. 50 2. 33 3. 49 4. 91 6. 21 8. 07 9. 06 11. 43

一次迭代法 1. 02 1. 71 2. 41 3. 84 4. 85 5. 78 6. 69 7. 85
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图 2　 时间比较

Fig. 2　 Time
 

comparison

从图 2(a)中可以看出:对于相同的数量,基于 KM
算法的 IT2FCM 运行时间最长,基于半数迭代法的
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IT2FCM 运行时间其次,基于一次迭代法的 IT2FCM 运

行时间最短。 随着数据量的增加,基于近似质心求解

的两类 IT2FCM 与基于 KM 算法的 IT2FCM 运行时间差

距越来越大。 从图 2(b)中可以看出:基于一些改进的

质心求解算法的 IT2FCM 的运行时间基本位于基于本

文提出的两种近似算法的 IT2FCM 运行时间之间。
本文在 DA 算法的基础上设计了两种近似质心求

解算法,最后通过实验比较了基于近似质心求解算法

的 IT2FCM 和基于 KM 算法的 IT2FCM 以及一些基于改

进质心求解算法的 IT2FCM。 实验结果表明:相较于基

于现有的一些精确质心求解算法的 IT2FCM,基于近似

质心求解算法的 IT2FCM 能够在保证聚类性能的同时

提高运行速度。

5　 结束语

IT2FCM 是一种经典的模糊聚类算法,它的聚类性

能高,结果稳定,但由于其计算复杂度较高,需要降低

算法复杂度才能更好运用。 本文的实验结果发现

IT2FCM 对质心不太敏感,近似质心并不影响聚类性

能,所以考虑从计算近似质心角度出发降低算法复杂

度,但本文没有考虑选用近似质心对 IT2FCM 外围质心

迭代次数的影响,所以如何权衡二者,进而进一步提高

算法速度是个值得考虑的方向。
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