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摘摇 要:针对两点边值问题难以得到解析解,提出了利用二尺度小波核最小二乘支持向量机方法求两点

边值问题的近似解;首先将两点边值问题转换为带有两个约束条件的目标优化问题,再利用二尺度小波核函

数的组合构造满足边界条件的近似解;其中第一个约束条件用第一尺度小波核函数逼近,第二个约束条件是

对第一次逼近的误差函数用第二尺度小波核函数再次逼近,可提高近似解逼近精度;最后将目标优化问题转

化为回归问题,进而利用最小二乘支持向量机方法求解回归系数,系数求解过程中核心是将参数回归问题转

化为二次规划问题,可避免复杂的微分运算;数值实验表明:方法求解两点边值问题有较高的精度,计算量

小,并且具有较好的稳定性,因此二尺度小波核最小二乘支持向量机方法求解两点边值问题的近似解是有效

的,并且具有精度高、可微、表达式简单且形式固定等特点。
关键词:二尺度小波核;最小二乘支持向量机;两点边值问题;近似解
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0摇 引摇 言

两点边值问题即在给定边界两点定解条件下,
寻找微分方程解析解的问题。 两点边值问题模型在

应用科学和工程技术领域中有着广泛的应用。 很多

物理、航空航天、生物、化学等问题都可以用两点边

值问题来描述[1-3],因此有很多学者对两点边值问

题进行深入研究。 然而事实表明两点边值问题很难

获得解析解,因此研究其数值解法是非常必要的。
传统求解方法包括刘颖[4] 利用有限差分法研究了

两点边值问题的数值解,该方法理论成熟,显示差分

格式稳定性好,但稳定性与步长密切相关。 罗炯

兴[5]利用同伦分析法求解,得到了逼近解析解的函

数级数形式,但随着级数项增加,逼近精度提高的同

时,计算量会大幅度提升。 卢仁洋等[6] 采用有限元

法求解了可齐次化的 Dirichlet、Neumann 两点边值

问题,实现了对计算过程的简化。 冯和英[7] 采用有

限体积法求解了延迟两点边值问题,提出了线性离

散插值与数值积分相结合的处理方式,得到的数值

解关于步长是二阶收敛的。 Winfried A 等[8] 提出通

过打靶法求解自适应两点边值问题,得到了较高的

逼近精度。 然而这些传统的方法为保持差分格式的

稳定性,都需要对步长进行严格限制,往往计算量也

比较大,因此近些年出现一些改进的软计算方法。
杨云磊[9]利用神经网络法分析神经网络模型中网

络拓扑结构及样本量对两点边值问题的计算结果的

影响。 张国山等[10-13] 利用最小二乘支持向量机

(Least Squares Support Vector Machines,LS-SVM)方
法研究一维偏微分方程、一阶延迟微分方程、一阶微

分方程的近似解中,得到的近似解具有较高的逼近

精度,计算量也相对较少,还有其他改进方法[14-18]。
其中,利用神经网络方法能得到稳定的解,但同时也

存在多个局部极值点和隐含层数的选择问题[13],而
LS-SVM 方法恰恰弥补这一不足。 利用改进的二尺

度小波核最小二乘支持向量机方法研究两点边值问
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题,不仅稳定性好、计算量小,而且精度高,近似解表

达式形式简单,且连续可微,可以成为诸多领域广泛

应用的方法之一。
LS-SVM 方法基本原理是首先利用基核函数整

体逼近微分方程的解,然后再将问题转化为二次规

划问题。 利用改进的二尺度小波核最小二乘支持向

量机方法,研究如下两点边值问题的近似解:
y义+p(x)y忆+q(x)y=g(x),c<x<d
y(c)= y0,y(d)= y{

1
(1)

1摇 二尺度小波核 LS-SVM 的函数逼
近方法

考虑到小波函数的逼近性能,可以将 LS-SVM
中的核函数用小波核函数替代,但是选取的小波核

函数一定要满足 Mercer 条件。 常用的满足 Mercer
条件的小波核函数有 Mexico 帽小波、Morlet 小波、
径向基小波等。 采用多尺度小波核函数可以提高逼

近精度,但是尺度越多,计算量越大。 这里以二尺度

小波核 LS-SVM 为例,给出其回归原理。 设有观测

数据,{(xi,yi)} n
i=1,xi沂Rd,yi沂R。 寻求如下形式

的逼近函数:
y抑f(x)= f1(x)+f2(x) (1)

其中,

f1(x) = 移
n

j = 1
琢 jW(x,x j) + b,f2(x) = 移

n

j = 1

軈琢 j
軍W(x,x j)

W 为第一尺度小波核函数,軍W 为第二尺度小波核函

数;琢 j,軈琢 j( j = 1,2,…,n),b 为回归参数。 方法的核

心目标是估计回归参数,可以利用拉格朗日乘子法

获得,将回归参数问题转换为如下的二次优化问题:

min J = 1
2 (琢T琢 + 軈琢T軈琢) + 酌

2 eTe + 軈酌
2 軃eT軃e

s. t. yi = 移
n

j = 1
琢 jW(xi,x j) + b + ei = 0

yi - f1(xi) = 移
n

j = 1
軈琢 j
軍W(xi,x j) + 軃ei = 0

i = 1,2,…,n (2)
琢T =[琢1,琢2,…,琢n],軈琢T = [軈琢1,軈琢2,…,軈琢n],eT = [ e1,
e2,…,en]和 軃eT =[軃e1,軃e2,…,軃en]为偏差项,酌 和 軈酌 为

惩罚因子。 第一个约束条件相当于用第一尺度小波

核函数逼近,第二个约束条件相当于对第一次逼近

的误差函数用第二尺度小波核函数再次逼近,从而

提高逼近精度。
定理 1摇 二次规划问题式(2)的解为如下方程

组解。

MX=

m11 m12 m13 m14 m15

m21 m22 m23 m24 m25

m31 m32 m33 m34 m35

m41 m42 m43 m44 m45

m51 m52 m53 m54 m

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

55

X=R (3)

其中 姿T =[姿1,姿2,…,姿n]和 軈姿T = [軈姿1,軈姿2,…,軈姿n]为
拉格朗日乘子,XT =[琢T,姿T,b,軈琢T,軈姿T],RT = [0n,Y,
0,0n,Y],Y=[y1,y2,…,yn],系数矩阵 M = (mij) 5伊5

的各元素意义如下:
令 1n(0n)表示元素都为 1(0)的 n 阶行向量,In

为 n 阶单位矩阵,(0) l伊k所有元素都为 0 的 l伊k 矩

阵,赘=(W(xi,x j)) n伊n,軓赘=(軍W(xi,x j)) n伊n,则有:
m11 = In,m12 = -赘T,m13 = 0T

n,m14 = (0) n伊n,m15 = -軓赘T;

m21 =赘,m22 =
1
酌 In,m23 = 1T

n,m24 =m25 = (0) n伊n;m31 =

0n,m32 =1n,m34 =0n,m35 =1n;m41 =m42 =(0)n伊n,m43 =
0T
n,m44 = In,m45 = -軓赘T;m51 = 赘,m52 = (0) n伊n,m53 =

1T
n,m54 =軓赘,m55 =

1
軈酌 In。

证明 摇 利用拉格朗日乘子解二次规划问题

式(2),其拉格朗日函数为

L = 1
2 (琢T琢 + 軈琢T軈琢) + 酌

2 eTe + 軈酌
2 軃eT軃e +

移
n

i = 1
姿 [i yi - 移

n

j = 1
琢 jW(xi,x j) - b - e ]i +

移
n

i =1
軈姿 [i yi -移

n

j =1
琢 jW(xi,xj) - b -移

n

j =1
軈琢j軍W(xi,xj) - 軃e ]i

依据 Karush-Kuhn-Tucker 最优条件
鄣L
鄣渍 = 0 (这里 渍

为 琢,軈琢,b,姿,軈姿 中任何一个未知变量),重新计算整

理便得式(3)。
由于式(1)的解在两个端点是已知的,可以对上

述回归方法进行改进。 令函数 f(x)在区间[c,d]上
连续,且 f(c)= C,f(d)= D。 则式(1)的近似解表示为

y抑軇f(x)= f1(x)+f2(x) (4)
其中,

f1(x) = A(x) + B(x)(移
n

j = 1
琢 jW(x,x j) + b)

f2(x) = B(x)移
n

j = 1

軈琢 j
軍W(x,x j)

A(x)= C+(x-c)d-c (D-C),B(x)= (x-c)(x-d)

显然有 軇f(c)= C,軇f(d)= D。
在区间内部设置训练点集{(xi,yi) | yi = f(xi),

xi沂(c,d),i=1,2,…,n},带入式(4)有:

29
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B(xi)(移
n

j = 1
琢 jW(xi,x j) + b) + ei = yi - A(xi)

B(xi)(移
n

j = 1
(琢 jW(xi,x j) + 軈琢 j

軍W(xi,x j)) + b) +

摇 摇 軃ei = yi - A(xi)
i = 1,2,…,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï n

依照相同的方法可以得到回归参数。 如果取

B(x)以1,A(x)以0 就是式(2)了。
为了检验二尺度小波核最小二乘支持向量机的

逼近能力,这里选取文献[19]中的一个一元函数的

例子,其逼近区间为[ -10,10]。 均选取 Mexico 帽

小波,其小波核函数为

W(x,x忆)= 1-(x-x忆)
2

滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 exp -(x-x忆)

2

2滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2

例 1

f(x)=
-2郾 186x-12郾 864,x<-2
4郾 264x,-2臆x<0
10e-0郾 05x-0郾 5sin(0郾 03x2+0郾 7x),x

ì

î

í

ïï

ïï >0
取步长 h=0郾 4,对区间[-10,10]等分,内部 49 个点

为训练点集。 测试点集为将区间 209 等分的内部

208 个点。 参数 滓2
1 =0郾 64,滓2

2 =0郾 16,酌=1郾 0e+6,軈酌 =
2郾 0e+6。 测试集的最大绝对误差为 1郾 55e-7。 从逼

近结果来看,该方法操作简单,计算量少,精度高。
通常惩罚因子取为固定常数,尺度参数 滓1 和 滓2 为

可调参数。

2摇 二尺度小波核 LS-SVM 解常微分
方程机制

为了利用所提出的方法解式(1),首先要配置训

练点。 不妨对区间[c,d]进行 N+1 等分,步长为 h =
d-c
N+1。 选取内部 N 个点{xi = ih,i =1,2,…,N}为训练

点集。 设问题式(1)的近似解为 軇y=u(x)+軈u(x),其中,

u(x) = A(x) + B(x)(移
N

j = 1
琢 jW(x,x j) + b)

軈u(x) = B(x)移
N

j = 1

軈琢 j
軍W(x,x j)

A(x)和 B(x)为已知函数,分别为

A(x)= y0+
y1-y0

d-c (x-c),B(x)= (x-c)(x-d)

显然 軇y 满足边界条件。 令

H={ f沂C2[c,d] | f(c)= C,f(d)= D}
軍H={軃f沂C2[c,d] |軃f(c)= 軃f(d)= 0}

显然有 u沂拽,軈u沂軓拽。 为了方便计算,引进算子

詛:詛( r)= r义+pr忆+qr

首先采用第一尺度在 H 空间中寻求问题式(1)
的近似解 u,即有 詛(u)抑g,将 u 代入式(1)并化简得

移
N

j = 1
F(x,xj)琢 j + 詛(B)(x)b + 詛(A)(x) - g(x) 抑 0

(5)
其中,

F(x,x j)= B(x)W义(x,x j)+詛(B)(x)W(x,x j)+
(p(x)B(x)+2B忆(x))W忆(x,x j)

记 E=g-詛(u),则第二尺度 軈u 满足方程

y义+p(x)y忆+q(x)y=E(x),c<x<d
y(a)= 0,y(b){ = 0

记
軈F(x,x j)= B(x)軍W义(x,x j)+(p(x)B(x)+2B忆(x))

軍W忆(x,x j)+詛(B)(x)軍W(x,x j)
将 軈u 代入式(1)得:

移
N

j = 1
F(x,x j)琢 j + 詛(B)(x)b + 詛(A)(x) +

移
N

j = 1

軈F(x,x j)軈琢 j - g(x) 抑 0 (6)

记 Y(xi)= g(xi) -詛(A)(xi),( i = 1,2,…,N),引入

偏差项 eT =[e1,e2,…,eN],軃eT = [軃e1,軃e2,…,軃eN]将训

练点集代入式(5)和式(6)得:

移
N

j = 1
F(xi,x j)琢 j + 詛(B)(xi)b - Y(xi) + ei = 0

移
N

j = 1
(F(xi,x j)琢 j + 軈F(xi,x j)軈琢 j) +

詛(B)(xi)b - Y(xi) + 軃ei = 0
于是参数回归问题转化为如下二次规划问题:

min J = 1
2 (琢T琢 + 軈琢T軈琢) + 酌

2 eTe + 軈酌
2 軃eT軃e

s. t.移
N

j = 1
F(xi,x j)琢 j + 詛(B)(xi)b - Y(xi) + ei = 0

移
N

j = 1
(F(xi,x j)琢 j + 軈F(xi,x j)軈琢 j) + 詛(B)(xi)b -

Y(xi) + 軃ei = 0摇 i = 1,2,…,N (7)
定理 2摇 二次规划问题式(7)的解为如下方程

的解。

ZX=

z11 z12 z13 z14 z15
z21 z22 z23 z24 z25
z31 z32 z33 z34 z35
z41 z42 z43 z44 z45
z51 z52 z53 z54 z

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
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X=R (8)

其中,X,R 的含义与式(3)相似,系数矩阵 Z 中涉及

的变量符号也与式(3)相似。 Z 中元素含义如下:
令 赘=(F(xi,x j)) N伊N,軓赘=(軈F(xi,x j)) N伊N,则有:
z11 = IN, z12 =赘T,z13 = 0T

N,z14 = (0)N伊N,z15 =軓赘T;z21 =

39
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赘,z22 = - 1
酌 IN,z23 =[詛(B)(xi)] N伊1,z24 = z25 = (0)N伊N;

z31 = 0N, z32 = zT23, z33 = 0, z34 = z32, z35 = 0N; z41 = z42 =
(0)N伊N,z43 =0T

N,z44 = IN,z45 =軓赘T;z51 =赘,z52 = (0)N伊N,

z53 = z23,z54 =軓赘T,z55 = - 1
軈酌 IN。 Y=[Y(xi)] 1伊N。

证明摇 式(8)的拉格朗日函数为

L = 1
2 (琢T琢 + 軈琢T軈琢) + 酌

2 eTe +
軈酌
2
軃eT軃e +

移
N

i = 1
姿 i(移

N

j = 1
F(xi,xj)琢 j + 詛(B)(xi)b - Y(xi) + ei) +

移
N

i = 1

軈姿 i(移
N

j = 1
(F(xi,x j)琢 j + 軈F(xi,x j)軈琢 j) +

詛(B)(xi)b - Y(xi) + 軃ei)
证明方法完全类似于定理 1,符号的含义也大

部分相同,此处略去。

3摇 数值实验

选取 2 个数值算例检验方法的有效性。 为了便

于比较,两个算例均有解析解。

例 1摇
y义+x2y忆-4xy=9x2,0<x<1
y(0)= 0,y(1){ = 2

例 2摇
y义- 1

x y忆+ 1
x2 y=

4
x3 -

1
5 ,1<x<2

y(1)= 4
5 ,y(2)= - 3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 10

其解析解分别为 y= x4+x 和 y= - 1
5 x2+ 1

x 。

与第二部分的方法相同,固定惩罚因子(正则

化参数)酌=1郾 0e+8,軈酌=2郾 0e+ 8。 尺度参数 滓1 和 滓2

为仅有的 2 个可调参数。 训练点集为求解区间[ c,
d]等分的内点,这里进行了 N=10,20,40 3 种情况。
采用 Ey = y-軇y 肄 来评价数值精度,数值模拟结果见

表 1。 图 1 和图 2 分别是例 1 和例 2 在 N=40 情况下

近似解曲线和误差曲线。 从表 1 可以看出:利用二尺

度小波核最小二乘支持向量机方法计算两点边值问

题具有较高的数值精度。 当 N=10 时,逼近精度即可

达到 10-4数量级,而当 N = 40 时,最高则达到 10-7。
显然随着训练点的数量增加误差 Ey 下降。 因此方

法具有很好的稳定性,用于解两点边值问题可行。
表 1摇 数值模拟结果

Table 1摇 Numerical simulation results

N 算摇 例 滓1 滓2 Ey

10
例 1
例 2

0郾 7 0郾 3
2郾 271伊10-4

8郾 015伊10-5

续表(表1)

N 算摇 例 滓1 滓2 Ey

20
例 1
例 2

0郾 8 0郾 5
1郾 331伊10-5

3郾 453伊10-6

40
例 1
例 2

0郾 9 0郾 4
3郾 646伊10-6

3郾 974伊10-7

图 1摇 N=40 例 1 近似解曲线与误差曲线

Fig. 1摇 Approximate solution curve and error curve
of the example 1 when N=40

图 2摇 N=40 例 2 近似解曲线与误差曲线

Fig. 2摇 Approximate solution curve and error curve
of the example 2 when N=40
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4摇 结束语

利用二尺度小波核 LS-SVM 方法研究了两点

边值问题的近似解问题,推导了近似解公式。 同其

他已有的方法相比,方法避免了复杂微分、积分运

算,同时近似解为闭式解。 采用 Mexico 帽小波核函

数,只有两个尺度参数为可调节参数,大大减少了计

算量。 数值算例验证了方法求解此类问题是有效

的。 但是仅对线性两点边值情况进行了研究,而非

线性情况的求解是更为复杂和繁琐的问题,下一步

将研究利用二尺度小波核 LS-SVM 求解非线性两

点边值问题,验证方法的有效性。
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Two-scale Wavelet Kernel LS-SVM Method for the
Two-point Boundary Value Problem

ZHANG Yan-min, WU Zi-ku**

(1. College of Qindao, Qingdao University of Technology, Shandong Qingdao 266106, China;
2. School of Science and Information, Qingdao Agricultural University, Shandong Qingdao 266109, China)

Abstract:In practice, it is difficult to obtain analytical solution for two-point boundary value problem, the two
-scale wavelet kernel LS-SVM method is proposed to solve the approximate solution of two-point boundary value
problem. Firstly, the two-point boundary value problem is transformed into an objective optimization problem with
two constraint conditions, and then an approximate solution satisfying the boundary conditions is constructed by
using the combination of two-scale wavelet kernel functions. The first constrained condition is approximated by the
first scale wavelet kernel function, and the second constraint condition is that the error function of the first
approximation is approximated by the second scale wavelet kernel function, which can improve the approximation
accuracy of the approximate solution. Finally, the objective optimization problem is transformed into the regression
problem, and then the LS-SVM method is used to solve the regression coefficients. In the process of coefficients
solving, the key is to transform the parametric regression problem into quadratic programming problem, which can
avoid complex differential operation. Numerical experiments show that the proposed method has high accuracy, less
calculation and good stability. Therefore, the two-scale wavelet kernel LS-SVM method is effective for solving the
two - point boundary value problem, and has the characteristics of high precision, differentiability, simple
expression and fixed form.

Key words:two-scale wavelet kernel; LS-SVM; two-point boundary value problem; approximate solution
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