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状态依赖脉冲 Caputo 分数阶微分方程解的
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摘摇 要:针对状态依赖脉冲 Caputo 分数阶微分方程,利用不动点方法研究方程解的存在唯一性;首先,
定义一个全连续算子,利用 Schaefer 不动点定理及 Gronwall 不等式讨论对应的非脉冲方程解的存在性结论;
然后利用状态依赖脉冲函数项的单调条件及解的延拓方法得到每个脉冲区间上状态依赖脉冲 Caputo 分数

阶微分方程局部解及整体解的存在性结论;最后利用压缩映射原理得到状态依赖脉冲 Caputo 分数阶微分方

程整体解的唯一性,改进了已有的结果。
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0摇 引摇 言

由于系统的脉冲时刻与系统状态有关,因此具

状态依赖脉冲微分方程成为微分方程领域的难点问

题,已有结果主要研究方程解的存在唯一性及稳定

性,详见文献[1-7]。 受已有文献的启发,利用不动

点方法研究状态依赖脉冲 Caputo 分数阶微分方程
CD琢x( t) = f( t,x( t)),t沂J
t屹子k(x( t)),琢沂(1,2]

x( t+) = Ik(x( t))

x忆( t+) = 軇Ik(x( t
}))
t = 子k(x( t))

k = 1,2,…,m
x(0) = x

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

0

(1)

解的存在唯一性,其中 J: = [0,T],CD琢 表示阶

数为 琢 的 Caputo 分数阶导数,f:J伊R寅R,Ik,軇Ik:R寅
R 都是连续函数。 有关分数阶导数及微积分的更多

知识,详见文献[8-9]。

1摇 预备知识

记 C(J,R)表示从 J 到 R 的连续函数组成的空

间,其范数为

x =sup{ x( t) ,t沂J}
PC(J,R)= {x: J寅R:tk =子k(x( t)),x( t-k )连续,

x( t+k )存在,x沂C(( tk,tk+1], R),k = 1,2,…,m},其
范数为

x =max{ xk ,k=1,2,…,m}
其中 xk = xk( t),t沂( tk,tk+1]。

定义 2郾 1[8-9] 摇 对任意函数 h沂L1([a,b],R+),
定义其分数阶积分

I琢ah( t) = 乙t
a

( t - s) 琢-1

祝(琢) h( s)ds,琢 沂 R +

定义 2郾 2[8-9] 摇 函数 h 在区间[a,b]上有定义,
定义其 Riemann-liouville 分数阶导数为
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(D琢
a +h)( t) = 1

祝(n - 琢)
d
d( )t

n乙t
a
( t - s) n-琢-1h( s)ds

其中 n=[琢]+1,[琢]为取整函数。
定义 2郾 3[8-9] 摇 对任意函数 h 在区间[ a,b]上

有定义,定义其 Caputo 分数阶积分为

( CD琢
a +h)( t) = 1

祝 (n - 琢)乙
t

a
( t - s) n-琢-1hn( s)ds

其中 n=[琢]+1,[琢]为取整函数。
引理 2郾 1[10] 摇 若 茁>0,a( t)是区间[0,T),T臆

+肄上的非负局部可积函数,b( t)是区间[0,T),T臆
+肄上的非负、非减有界连续函数,y( t)是区间[0,
T),T臆+肄上的非负局部可积函数。 若

y( t) 臆 a( t) + b( t)乙t
0
( t - s) 茁 -1y( s)ds

则

y( t) 臆 a( t) + 乙t
0
移肄

j = 1

(b( t)祝(茁))
祝( j茁) 伊

( t - s) j茁 -1a( s)ds,t 沂 [0,T)。

2摇 主要结论

(H1) f: J 伊R寅R 连续,存在函数 M沂 LP ( J,

R+),N 使得

f( t,u) 臆 M( t) u + N( t)

乙t
a
( t - s) 琢-1N( s)ds 存在,t 沂 J

f( t,u) - f( t,v) 臆 M( t) u - v

其中
1
p + 1

q =1。 此外,M( t)非减有界。

(H2)子k沂C1(R,R),k=1,2,…,m,并且

0<子1(x)<…<子m(x)<T,x沂R。
(H3) Ik,軇Ik沂C(R,R),并且

子k( Ik(x))臆子k(x)<子k+1( Ik(x)),x沂R。

存在函数 ck,軇ck沂C(R,R+)使得

Ik(u)-Ik(v) 臆ck u-v
軇Ik(u)-軇Ik(v) 臆軇ck u-v

(H4)
子忆k(x)

祝(琢 - 1)乙
t

a
( t - s) 琢-2 f( s,x)ds 屹 1, k =

1,2,…,m,a,t沂J。
定理 2郾 1 摇 若条件(H1 )和的第二式及(H2 )、

(H4)及均满足,则方程式(1)至少存在一解。
证明摇 首先考虑以下问题:

CD琢x( t)= f( t,x( t))
t沂J,琢沂(1,2]
x(0)= x0,x忆(0)= 軇x

ì

î

í

ïï

ïï
0

(2)

定义 F:C(J,R)寅C(J,R)的算子为

(Fx)( t) = x0 + 軇x0 t +
1

祝(琢)乙
t

a
( t - s) 琢-1 f( s,x( s))ds (3)

淤 在 C(J,R)中取函数列 xn寅x,则由(H1)易
得 Fxn寅Fx,n寅肄,即算子 F 是全连续算子。

于 取 C(J,R)中有界集

Br ={x沂C(J,R): x 臆r}
由条件(H1)及赫尔德不等式得

(Fx)( t) 臆 x0 + 軇x0 T +

乙t
0
( t - s) 琢-1[M( s) x + N( s)]ds

祝(琢) 臆

x0 + 軇x0 T +
M

q
q-1

LqT
琢-1+q -1

(q琢 - q + 1)祝(琢) r +

乙t
a
( t - s) 琢-1N( s)ds

祝(琢) = H (4)

即 Fx 臆H,在 C(J,R)中,算子 F 把有界集映

成有界集。
盂 任取 x沂Br,t忆1,t忆2沂J,则

(Fx)( t忆2) - (Fx)( t忆1) 臆 軇x0( t忆2 - t忆1) +

乙t忆2
t忆1
( t忆2 - s) 琢-1 f( s,x( s)) ds

祝(琢) +

乙t忆1
0
[( t忆2 - s) 琢-1 - ( t忆1 - s) 琢-1] f( s,x( s)) ds

祝(琢) 臆

軇x0( t忆2 - t忆1) +
M Lp( t忆2 - t忆1) 琢-1+q -1

(q琢 - q + 1) q-1祝(琢)
r +

乙t忆2
t忆1
( t忆2 - s) 琢-1 N( s) ds

祝(琢) +

乙t忆1
0

( t忆2 - s) 琢-1 - ( t忆1 - s) 琢-1 N( s) ds

祝(琢) +

乙t忆1
0
[(t忆2 - s)琢-1 - (t忆1 - s)琢-1] qd( )s

q -1

祝(琢) M Lpr 寅

0,t忆2 - t忆1 寅0 (5)
即算子 F 把有界 集 映 成 等 度 连 续 的。 由

Arezela-Ascoli 定理知算子 F 是全连续的。

88
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榆 考虑集合

K={x沂C(J,R):x=姿Fx,0<姿<1}
的有界性。

对任意 x沂K,则由条件(H1 ),类似于以上推

导,有

x( t) 臆 x0 + 軇x0 T +
乙t
a
( t - s) 琢-1N( s)ds

祝(琢) +

M( t)乙t
a
( t - s) 琢-1 x( s) ds

祝(琢) (6)

取 a( t) = x0 + 軇x0 T +
乙t
a
( t - s) 琢-1N( s)ds

祝(琢) ,

b( t)= M( t)
祝(琢),由引理 2郾 1 得

x( t) 臆a( t)E茁(b(T)祝(茁) t茁)臆H (7)
即集合 K 有界。

由 Schaefer 不动点定理得算子 F 存在不动点,
即方程式(2)的解,记解为 x1( t)。 考虑函数

rk,1( t)= 子k(x1( t))-t, t逸0,k=1,2,…,m (8)
由条件(H2)得 rk,1(0)屹0。 若 rk,1( t)屹0,t沂J,

则 x1( t)是方程式(1)的解。
下面考虑存在 t沂J 使得 r1,1( t)屹0,由 r1,1(0)

屹0 及 r1,1( t)的连续性,存在 t1沂J 使得 r1,1( t1)= 0
及 r1,1( t)屹0,t沂[0,t1)。 由条件(H2)得 rk,1( t)屹
0,t沂[0,t1),k=1,2,…,m。

考虑以下问题
CD琢x( t)= f( t,x( t)),t沂[ t1,T]

x( t+1)= Ik(x1( t1))

x忆( t+1)= 軇Ik(x1( t1

ì

î

í

ï
ï

ïï ))

(9)

在 C([ t1,T],R)定义算子 F1 为

(F1x)( t) = Ik(x1( t1)) + 軇Ik(x1( t1))( t - t1) +
1

祝(琢)乙
t

t1
( t - s) 琢-1 f( s,x( s))ds (10)

类似于步骤一可得,算子 F1 是全连续的,有不

动点 x2。 考虑函数

摇 摇 rk,2( t)= 子k(x2( t))-t, t逸t1,k=1,2,…,m (11)
若 rk,2( t)屹0,t沂( t1,T],则

x( t)=
x1( t),t沂[0,t1]
x2( t),t沂( t1,T

{ ]
(12)

是式(1)的解。 考虑在 t沂( t1,T]使得

r2,2( t)= 0 (13)
由条件(H3)得

r2,2( t+1)= 子2(x2( t+1))-t1 =子2( I1(x1( t1)))-t1>

子1(x1( t1))-t1 = r1,1( t1)= 0 (14)
由 r2,2( t)的连续性,存在 t2 > t1 使得 r2,2( t2 ) = 0 及

r2,2( t)屹0,t沂( t1,t2)。 由条件(H2)得
rk,2( t)屹0,t沂( t1,t2),k=2,…,m (15)

若存在 軇t沂( t1,t2]使得 r1,2(軇t)= 0。 则条件(H3)得
r1,2( t+1)= 子1(x2( t+1))-t1 =子1( I1(x1( t1)))-t1臆

子1(x1( t1))-t1 = r1,1( t1)= 0 (16)
则 r1,2( t)在 軇t忆沂( t1,T]点取非负最大值。 由于

r忆1,2(軇t忆) = 子忆1(x2(軇t忆))x忆2(軇t忆) - 1 =

子忆1(x2(軇t忆))
乙軇t忆
t1
(軇t忆 - s) 琢-2 f( s,x2( s))ds

祝(琢 - 1) - 1 = 0

与条件(H4)产生矛盾。
步骤三、类似于步骤一、二,利用数学归纳法,可

以得到
CD琢x( t) = f( t,x( t)),t沂( tm,T]

x( t+m) = Im(xm-1( tm))

x忆( t+m) = 軇Im(xm-1( tm

ì

î

í

ï
ï

ïï ))

(17)

的解 xm( t),t沂( tm,T],从而得到方程式(1)的分段

连续解

x( t)=

x1( t),t沂[0,t1]
x2( t),t沂( t1,t2]
摇 摇 摇 …
xm( t),t沂( tm,T

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ]

(18)

由条件(H2)的第二式及(H3)的第二式,利用

压缩映射原理得:
定理 2郾 2 摇 若条件(H1 )和的第一式及(H2 )、

(H4)均满足,并且

移
m

k = 1
ck( t) +

乙t
0
( t - s) 琢-1M( s)ds

祝(琢) < 1,t 沂 J

则方程式(1)存在唯一解。

4摇 结束语

和文献[1]比较,条件(H1)比文献[1]的条件

(H2)更加宽松,已改进文献[1]的相关结果。
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Existence and Uniqueness of Solutions for State Dependent
Impulsive Caputo Fractional Differential Equations

LI Xiao-yue, WANG Qi
(School of Mathematical Sciences, Anhui University, Anhui Hefei 230601, China)

Abstract:For the state dependent impulsive Caputo fractional differential equation, the fixed point method is
used to study the existence and uniqueness of the solution. Firstly, we define a completely continuous operator, and
discuss the existence of solutions of the corresponding nonimpulsive Caputo fractional equations by using Schaefer
fixed point theorem and Gronwall inequality. Secondly, we obtain the existence of local and global solutions of state
dependent impulsive Caputo fractional differential equations on each impulsive interval by using the monotone
condition of state dependent impulsive function term and the extension method of solutions. Finally, by using the
compression mapping principle, the uniqueness of the global solution of the state dependent impulsive Caputo
fractional differential equation is obtained, which improve the existing results.

Key words: state dependent impulsive; Caputo fractional differential equations; fixed point theorems;
existence and uniqueness
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