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摘摇 要:针对一类具有有限时间的随机微分时变系统,研究了关于随机线性时变系统的有限时间稳定性

及控制器设计问题。 首先,引入了有限时间稳定性的定义,基于该定义提出了一种针对假定的 Lyapunov 函

数满足分段连续性,在每一个分段点处可能不连续的有限时间稳定性的新方法,并借助切换系统的思想研究

了随机时变系统的有限时间稳定性;在此基础上,考虑带有反馈控制器的随机时变系统的控制器设置问题,
并通过采用逐段控制的方法给出了系统的控制器设置方法;最后基于线性矩阵不等式设计了一类线性随机

时变系统的有限时间稳定控制器的算法,使得对于控制器的设置能够有效地实现。
关键词:有限时间稳定性;随机时变系统;线性系统;线性矩阵不等式
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0摇 引摇 言

近些年,针对时变系统控制问题的研究越来越

受到控制领域专家的关注,并成为被广泛讨论的热

门问题之一,研究时变系统的稳定性是系统设计的

重要问题。 Zhou[1] 提出了一类线性时变系统的渐

近稳定性、指数稳定性和一致指数稳定性的充要条

件。 针对线性时变系统的研究虽然取得了一些进

展,但现有的结果大多局限于线性时变系统的稳定

性问题。 Zhang[2]研究了一类线性时变系统的采样

数据控制,根据比较原理和 Halanay 不等式,推导了

闭环系统的全局一致指数稳定性和全局一致渐近稳

定性的新判据。
在实际生活中的系统,往往会受到一些不可预

测的随机因素影响,如果忽略随机因素对实际系统

的影响,可能会导致建模的系统性能不佳,难以刻画

系统的实际运行状态。 因此,需要建立随机线性时

变系统模型,并研究其相关性质。 Wu[3]研究了脉冲

非线性随机系统的输入状态稳定性,这里连续时间

动态系统是时变的,系统在一部分时间区间上稳定,
而在其他时间区间内不稳定,文中给出了一些基于

Lyapunov 函数方法的脉冲随机非线性系统的充分

条件。
Kamenkov[5]在 1953 年首先提出了有限时间稳

定性概念,经过多年的发展,关于有限时间稳定性研

究已取得了大量的结果[6-13]。 Zhou[6] 提出了时变

系统的随机时间稳定性研究方法,基于线性矩阵不

等式的优化方法来求解控制增益矩阵;Amato[7] 考

虑了连续时间线性系统的有限时间稳定,设计了动

态输出反馈控制器的充分条件,保证了闭环系统的

有限时间稳定性。
综上所述,Zhou[6] 提出了一类线性时变系统有

限时间稳定性的研究方法,并通过线性矩阵不等式

方法给出了系统的反馈控制器。 然而,该方法并不

能用来研究随机时变系统的有限时间稳定性;同时,
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Amato[11] 研究了随机线性系统的有限时间稳定性,

但 Amato[11]的反馈控制设置并不能很好解决时变

系统的反馈控制器设置问题,所给的反馈控制器很

难在实际操作中加以应用。 因此,本文结合 Zhou[6]

逐段分析的方法和随机分析技巧,研究了随机线性

时变系统的有限时间稳定性,并给出了系统反馈控

制器的设置方法。

1摇 相关定义

相关记号:记 R = {-肄 ,+肄 },R+ = (0,+肄 ),P

沂Rn伊n,P( t)沂Rn伊n分别为矩阵与矩阵值函数。 对于

矩阵 P,P>0 表示 P 为正定矩阵,PT 表示矩阵 P 的

转置,姿min(P)和 姿max(P)分别表示对称矩阵 P 的最

小和最大特征值;设 P=aij,Q = bij,对任意的 i,j = 1,
2,…,n,有 aij逸bij,则称 P逸Q;In 表示 n 维单位矩

阵;设 棕( t)表示 n 维标准布朗运动,E(·)表示随

机变量的期望。
研究如下随机线性时变系统:

dx( t)= A( t)x( t)dt+H( t)x( t)d棕( t) (1)
其中 t沂[0,T],T沂R+;x( t)沂Rn,系统状态 x( t)沂

Rn,系统初值 x(0)= x0,矩阵值函数 A( t),H( t)沂

Rn伊n。 下面将研究系统式(1)的随机有限时间稳定

性,首先给出有限时间稳定的定义如下:
定义 1[13] 摇 假定 椎=[0,T],R沂Rn伊m,祝(·)为

正定矩阵。 对式(1),若对于任给的 x0 与 t沂椎,有

xT
0Rx0臆1圯E[xT( t)祝 ( t)x( t)] < 1

则称系统式(1)满足随机有限时间稳定性。
定义 2[3] 摇 对于函数 V:[0,肄 ) 伊Rn寅R+,对式

(1)定义算子 詛V:[0,肄 )伊Rn寅R,如下:

詛V( t,x( t))= Vt( t,x( t))+Vx( t,x( t))A( t)x( t)+
1
2 [HT( t)xT( t)Vxx( t,x( t))H( t)x( t)]

Vt( t,x( t))=
鄣V( t,x( t))

鄣t

Vx( t,x( t))=
鄣V( t,x( t))

鄣x1
,…,鄣V( t,x( t))鄣x

æ

è
ç

ö

ø
÷

z

Vxx( t,x( t))=
鄣2V( t,x( t))

鄣xz1鄣xz

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 z伊z

0臆z1,z2臆z

2摇 主要结论

定理 1摇 给定一个初始时刻 t0逸0,R沂Rn伊n,正

定矩阵 祝( t):[ t0,t0+T]寅Rn伊n,且满足 祝( t)<R。 假

定{ ti ti+1 = ti+啄i;啄i>0;i = 0,1,…,r;tr+1 = t0 +T}为离

散时间序列,P( t):[ t0,tr+1)寅Rn伊n为分段连续矩阵

函数,且满足:
P( t)= P i,坌t沂[ ti,ti+1],i沂{0,1,…,r-1}
若有

(A1) 对于所有 t沂[ t0,t0+T],有
P( t)逸祝( t),P0<R (2)

(A2) 对于 i沂{0,1,…,r-1},有

乙t
ti
琢( s)ds 臆0,坌t 沂 [ ti,ti +1) (3)

这里

琢( s) = 姿max(P- 1
2

i AT(s)P
1
2
i + P

1
2
i A(s)P- 1

2
i +

P- 1
2

i HT(s)P iH(s)P- 1
2

i ) (4)
(A3) 对于 i沂{0,1,…,r-1},有

乙t i
t0
琢( s)ds + 移

i

k = 1
ln(姿max(PkP -1

k + 1)) 臆 0

成立,则式(1)满足有限时间稳定性。
证明 摇 设 Lyapunov 函 数 V ( t, x ( t )) =

xT( t)P( t)x( t),由式(2)可知,对 t沂[ t0,t0 +T],有

P( t)>0。 令 z( t)= P
1
2 ( t)x( t),于是

V( t,x( t))= zT( t)z( t) (5)
注意到 P( t)= P i,对于坌t沂[ ti,ti+1],i沂{0,1,

…,r-1},由定义 2 知,对坌t沂[ ti,ti+1],有

詛V(t,x(t)) = zT(t)(P- 1
2

i AT(s)P
1
2
i + P

1
2
i A(s)P- 1

2
i +

摇 摇 摇 P- 1
2

i HT(s)P iH(s)P- 1
2

i )z( t)
由式(4)知
詛V( t,x( t))臆琢( t)V( t,x( t)),t沂[ ti,ti+1]

令 U( t,x( t)) = e乙
t

ti
-琢( s)dsV( t,x( t)), 由It ô公式,

对 t沂[ ti,ti+1],有
U( t,x( t)) = U( ti,x( ti)) +

乙t
ti
e乙

s

ti
-琢(u)du[ - 琢( s)V( s,x(s)) + 詛V( s,x(s))]ds +

乙t
ti
e乙

s

ti
-琢(u)du[Vx( s,x(s))g( s,x(s))d棕( s)] (6)

对式(6)两边取期望,可得

83
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E[U( t,x( t))] = E[U( ti,x( ti))] +

E 乙t
ti
e乙

s

ti
-琢(u)du[ - 琢(s)V(s,x(s)) + 詛V(s,x(s))]d[ ]s

(7)
由式(7),通过简单整理,可得:

E[U( t,x( t))]臆E[U( ti,x( ti))],t沂[ ti,ti+1]
注意到 U( t,x( t))的形式,可得

E[V( t,x( t))] 臆

E[V( ti,x( ti))]e乙
t

ti
琢( s)ds,t 沂 [ ti,ti +1] (8)

由式(3)与式(8),对坌t沂[ ti,ti+1],有
E[V( t,x( t))]臆E[V( ti,x( ti))] (9)

由于假定的 Lyapunov 函数满足分段连续性,在
每一个分段点 ti 处,函数可能不连续。 下文将给出

V( ti,x( ti))的上界估计。 由式(5),有

E[V( t-i ,x( t-i ))] = E[xT( ti)P i-1x( ti)] =

E[zT( ti)P- 1
2

i P i-1P- 1
2

i z( ti)]逸

姿min(P- 1
2

i P i-1P- 1
2

i )zT( ti)z( ti) (10)
由式(8),可得

E[V( t -i ,x( t -i ))] 臆 E[V( ti -1,x( ti -1))]e乙
t i
ti-1

琢( s)ds

(11)
结合式(10)和式(11),有
E[V( ti,x( ti))] 臆 E[zT( ti)z( ti)] 臆

E[V( ti -1,x( ti-1))]
e乙

t i
ti-1

琢( s)ds

姿min(P - 1
2

i P i-1P - 1
2

i )
=

E[V( ti -1,x( ti -1))]姿max(P iP -1
i-1)e乙

t i
ti-1

琢( s)ds

由 V( t, x ( t)) 的定义,对于坌i沂{0,1,…,
r-1},有

E[V( ti,x( ti))] 臆 E[ zT( ti)z( ti)] 臆

E[V( ti -1,x( ti-1))]姿max(P iP -1
i -1)e乙

t i
ti-1

琢( s)ds 臆

E[V( t0,x( t0))]仪
i

k = 1
姿max(PkP -1

k-1)e乙
t k
tk-1

琢( s)ds

(12)
对式(12)右边进行整理

ln 仪
i

k = 1
姿max(PkP -1

k-1)e乙
t k
tk-1

琢( s)d( )s =

移
i

k = 1
ln(姿max(PkP -1

k-1)) + 移
i

k = 1
乙t k
tk-1

琢( s)ds =

移
i

k = 1
ln(姿max(PkP -1

k-1)) + 乙t i
t0
琢( s)ds 臆0 (13)

结合式(12)和式(13),即得

E[V( ti,x( ti))]臆E[V( t0,x( t0))]
i沂{0,1,…,r-1} (14)

综合式(9)和式(14),有
E[V( t,x( t))]臆E[V( t0,x( t0))]

坌t沂[ t0,t0+T]
如果式(1)中的初值满足 xT

0RX0臆1,可得

E[V( t0,x( t0))] = E[xT
0P0x0] < 1 (15)

故由式(2)和(15),可得

E[xT( t)祝( t)x( t)]臆E[xT( t)P( t)x( t)] =
E[V( t,x( t))]<1

故式(1)满足随机有限时间稳定性。

3摇 控制器设计

本节中,将采用 Zhou[6] 类似的方法,考虑系统

式(1)的控制器设置问题。 假定具有反馈控制器的

随机线性时变系统如下:
dx( t)= A( t)x( t)dt+B( t)u( t)dt+

H( t)x( t)d棕( t) (16)
状态反馈 u( t)= K( t)x( t)。

定理 2摇 Q(·),L(·)为分段连续的矩阵值函

数,并且满足

Q( t)= Qi沂Rn伊n,坌t沂[ ti,ti+1)
i沂{0,1,…,r-1}

L( t)= L i沂Rn伊m,坌t沂[ ti,ti+1)
i沂{0,1,…,r-1} (17)

假定

K( t) = L( t)Q( t) -1

坌t沂[ t0,t0+ T) = L iQ-1
i

坌t沂[ ti,ti + 1),i沂{ 0,1,…,r-1}
则系统式(16)可写成

dx( t)= Ac( t)x( t)dt+H( t)x( t)d棕( t)
这里 Ac( t)= A( t)+B( t)L( t)Q-1( t)。 若有

(A4)摇 对于坌t沂[ t0,t0+T),有
Q( t)臆祝 -1( t),Q0>R-1

(A5)摇 对于 i沂{0,1,…,r-1},有

乙t
ti
琢( s)ds 臆0,坌t 沂 [ ti,ti +1)

这里

琢( s)= 姿max(AT(s)+Q-1(s)LT(s)BT(s)+

93
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Q(s)A(s)Q(s)+Q-1(s)B(s)L(s)+
HT(s)Q-1(s)H(s)Q(s))

(A6)摇 若 琢( s)满足

仪
i

k = 1
姿min(Qk-1Qk) 逸 e乙

t i
t0
琢( s)ds

(A7)摇 Hi 满足

Hi臆啄iI (18)
成立,则随机线性时变系统式(16)存在随机有限时

间稳定的反馈控制器。
证明摇 设 Q( t)为分段连续的函数值矩阵,且

满足

P( t)= Q-1,坌t沂[ ti,ti+1),i沂{0,1,…,r-1}
由条件(A4 )可知条件(A1 )成立。 对于坌t沂

[ t0,t0+T],有

琢( s) = 姿max(P- 1
2 (s)AT(s)P

1
2 (s)+

P
1
2 (s)A(s)P- 1

2 (s)+

P- 1
2 (s)HT(s)P iH(s)P- 1

2 (s))=

AT( t) + Q-1( t)Ac( t)Q( t)+
HT( t)Q-1( t)H( t)Q( t)=

AT( t) + Q-1( t)LT( t)BT( t)+
Q-1( t)A( t)Q( t) + Q-1( t)B( t)L( t)+

HT( t)Q-1( t)H( t)Q( t)
所以由条件(A5)可以推出条件(A2)成立。 因

为 Qi,i沂{0,1,…,r-1}正定,能得到

姿min(Q-1
i-1Qi) = 1

Q-1
i-1Qi

= 1
姿max(P iP-1

i-1)
根据式(18),可得

乙t i
t0
琢( s)ds 臆 移

i

k = 1
ln 姿min(Q -1

k-1Qk) =

- 移
i

k = 1
ln 姿min(PkP -1

k-1) (19)

由条件(A6)可以推出条件(A3)成立。 于是,由
定理 1 可知,随机时变线性系统式(16)满足随机有

限时间稳定性。
定理 2 提供了系统式(16)的控制器设计充分

可解条件的存在性。 根据式(17),如果定理 2 中的

条件能被满足,则能得到一个状态反馈控制器,对于

分段连续常数 L(·),Q(·)仍然很难实现。 因此,
下面基于线性矩阵不等式,设计了一类线性随机时

变系统的有限时间稳定控制器的算法。
算法设计:

(1) 对于初始时刻 t0,选择 t1>t0,求解下列带有

决策变量 L0,Q0 的 LMIs(线性矩阵不等式)。
Q0>R-1

Q0臆祝摇-1( t),坌t沂[ t0,t1)
A( t)Q0+Q0AT( t)+L0BT( t)+B( t)L0+

啄2Q0臆0,坌t沂[ t0,t1) (20)
寻找 L0,Q0,满足式(19),如果式(19)不满足,

则重新选择 t1。
(2) 对于时刻 ti,选择 ti+1 >ti,求解下列带有决

策变量 L i,Qi 的 LMIs(线性矩阵不等式)。
Qi臆祝摇-1( t),坌t沂[ ti,ti+1)

A( t)Qi+QiAT( t)+L iBT( t)+B( t)L i+
啄2Qi臆0,坌t沂[ ti,ti+1)

Qi逸RiQi-1

其中

Ri = e乙
t 1
t0
琢( s)ds,i = 1

Ri = e乙
t i
t0
琢( s)ds仪

i -1

k = 1
姿max(Q -1

k Qk-1),i = 1

寻找 L i,Qi,满足式(20),如果式(20)不满足,
则重新选择 ti+1。
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Research on Finite Time Stability of Linear Stochastic
Time-varying System

YU Yong1 , WU Xiao-tai2
(1. School of Electrical Engineering, Anhui Polytechnic University,Anhui Wuhu 241000,China;
2. School of Mathematics and Physics,Anhui Polytechnic University,Anhui Wuhu 241000,China)

Abstract:For a class of stochastic differential systems with finite time, the finite time stability and controller
design of stochastic linear time - varying systems are studied. First, the definition of finite - time stability is
introduced. Based on this definition, a new method for finite-time stability where the assumed Lyapunov function
satisfies piecewise continuity and may be discontinuous at each piecewise point is proposed. With the help of the
idea of switching systems, the finite time stability of stochastic time-varying systems is studied. Then, based on the
finite time stability of the stochastic time-varying system, the controller setting problem of the stochastic time-
varying system with feedback controller is considered, and the system controller setting method is given by adopting
the step-by-step control method. Finally, based on the linear matrix inequality, a class of linear stochastic time-
varying system忆s finite time stable controller algorithm is designed, so that the setting of the controller can be
effectively realized.

Key words:finite time stability; stochastic time-varying system; linear system; linear matrix inequality
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