
第 38 卷第 5 期

Vol郾 38摇 No郾 5
重庆工商大学学报(自然科学版)

J Chongqing Technol & Business Univ(Nat Sci Ed)

2021 年 10 月

Oct郾 2021

doi:10郾 16055 / j郾 issn郾 1672-058X郾 2021郾 0005郾 005

新四维多卷超混沌 Jerk 系统的复杂动力学研究*
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摘摇 要:针对仅有一个平衡点的非线性超混沌系统能否产生多卷吸引子这一问题,提出了仅包含一个非

线性项且具有唯一平衡点的新四维多卷超混沌光滑系统;基于 Sprott 构造的三维 Jerk 混沌系统,结合反馈控

制技术及多卷混沌系统的设计方法,利用 Routh-Hurwitz 判别准则、中心流形定理以及数学仿真软件,对新系

统的复杂动力学性质进行了深入地理论分析和探讨;研究发现系统存在唯一的平衡点,且给出此平衡点在不

同状态下的参数适用范围,严格证明了新系统存在 Hopf 分岔现象,进一步数值模拟获得新系统的 Lyapunov
指数谱、分岔图和 Poincar佴 映射等特征,验证了新系统仅有一个鞍-焦点且能够产生多卷超混沌吸引子、周期

吸引子等复杂的动力学行为,丰富了现有 Jerk 系统的超混沌复杂性研究。
关键词:超混沌系统;多卷系统;Jerk 系统;Lyapunov 指数;Hopf 分岔
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0摇 引摇 言

20 世纪 60 年代,Lorenz 发现一个能够产生蝶

形混沌吸引子的三维常微分动力系统,此系统呈现

复杂的非线性动力学,引起学术界的广泛研究和深

入讨论,由此混沌研究及应用得到蓬勃发展。 混沌

作为非线性动力学领域的重要分支,相关理论及其

应用已渗入到许多其他学科领域。 早在 1994 年,
Sprott[1]首次利用计算机穷举法获得一类三维自治

Jerk 混沌系统,系统形式简单,却具备良好的动力学

特性,在物理学界很快就受到了学者们的热烈关注。
近年来,随着非线性动力学的深入发展,人们注

意到 Jerk 混沌系统不仅能够产生多种类型的吸引

子,如多重吸引子[2]、隐藏吸引子[3]、共存吸引子[4]

等,而且在现实生活中有极好的应用前景,涉及图像

加密、网络通信等核心技术。 因此,对 Jerk 系统的

研究极为重要。 在三维的 Jerk 混沌研究中,Li 等[5]

提出具有唯一平衡点的三维 Jerk 混沌系统,并借助

仿真软件加以验证系统的动力学特性; Sang 和

Huang[6]找到具有两个平衡点的三维二次型 Jerk 混

沌系统并研究其 0-Hopf 分岔。 但实际上,研究人员

发现高维或多卷的超混沌系统相较于混沌系统具有

更复杂的动力学行为,能更好地适应复杂的实际情

景,从而可广泛应用于信息加密等领域。 而产生超

混沌的系统维数至少是四维,因此对四维超混沌

Jerk 系统的探讨具有重要价值。 目前,探讨 Jerk 系

统如何由三维拓展至四维是很有意义的。 在四维的

研究中,Vaidyanthan[7]利用 3 个二次项构造了一类

无平衡点的非线性四维超混沌 Jerk 系统;Dalkiran
和 Sprott[8]采用指数函数作为非线性项,得到具有

一个平衡点的四维 Jerk 系统,这些研究丰富了四维
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Jerk 系统的类型。 最近,关于四维非光滑 Jerk 系统

的研究也有一些成果。 如 Hosham[9] 提出具有 4 个

平衡点的分片四维 Jerk 系统,并分析系统复杂的分

岔现象。 此外也有学者通过引入控制忆阻器来构造

能产生多卷吸引子的系统,基于此方法,Wang 等[10]

得到了具有 8 个平衡点的四维超混沌多卷 Jerk 系

统;Xia 等[2]获得具有 21 个平衡点且能产生多卷的

超混沌 Jerk 系统;随后 Zhang 和 Wang[11] 构造出具

有无穷多个平衡点的超混沌四维多卷 Jerk 系统,他
们构造的多卷吸引子相比单卷和双卷的吸引子展现

出了更为复杂的结构。 迄今为止,还没有一个普适

方法可用来构造多卷系统,如何找到一个能产生多

卷的非线性系统是个难点。 研究发现能产生多卷的

超混沌 Jerk 系统往往具有多个平衡点且不光滑,那
么仅有一个平衡点的光滑 Jerk 超混沌系统能否产

生多卷吸引子是个值得探讨且有意思的问题,但目

前关于这方面的综合研究还比较少,因此对这类系

统的研究极具意义和价值。
针对上述问题,提出了具有唯一平衡点的新四

维多卷光滑超混沌 Jerk 系统,系统仅含有一个非线

性项。 首先,给出系统的具体形式,通过分析系统的

对称性及耗散性、Lyapunov 指数和吸引子相图来讨

论系统的基本性质。 然后从系统局部特征角度出

发,分析系统蕴含的复杂动力学行为,包括对平衡点

和 Hopf 分岔的相关分析,严格证明了两者的存在

性。 最后通过数值模拟有效刻画了系统的 Lyapunov
指数谱、分岔图、相图以及 Poincar佴 映射,展示了新

系统的复杂动力学特征。

1摇 新四维多卷超混沌 Jerk 系统

2000 年 Sprott[12]提出了一个三维 Jerk 混沌系统:
觶x1 = x2

觶x2 = x3

觶x3 = -x2-琢x3+G(x1

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(1)

其中: 觶x1 表示速度, 觶x2 表示加速度, 觶x3 表示加速

度的变化率,非线性函数 G( x1)= g[ x1 -sgn( x1)],
控制参数(琢,g)沂R2

+。
基于系统式(1),利用反正切函数来逼近符号

函数,结合多卷混沌系统的设计方法[13],设计反馈

控制器,引入线性反馈控制项-au 及非线性控制项

F(x),可获得如下新四维连续多卷超混沌 Jerk 系统:
觶x= y
觶y= z-au
觶z= -y-bz+F(x)
觶u= k1x+k2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï y

(2)

其中:参数 ( a, b, k1, k2 ) 沂R4
+,函数 F ( x) =

Pf(x)-x,函数 f ( x) 如式 (3) 所示,其中参数 P =
0郾 5,常数 Q屹0,控制参数 N,M沂N2

+。 在函数 f(x)
中选取常数 Q = 45,调节控制参数 N 和 M 的取值,
绘制函数 F(x)的图像如图 1 所示。

f(x) = N - M + 2
仔 移

N

n = 1
arctan[Q(x - n + P)]{ +

移
M

m = 1
arctan[Q(x + m - P })] (3)

(a) N=M=1

(b) N=1, M=2

(c) N=2, M=1
图 1摇 函数 F(x)的图像

Fig. 1摇 Plots of the function F(x)

固定系统式(2)的参数,对其进行坐标变换:
(x,y,z,u)寅(-x,-y,-z,-u)

03
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系统的形式保持不变,因而系统式(2)关于原

点(0,0,0,0)对称。
系统式(2)的散度为

荦V= 鄣 觶x
鄣x+

鄣 觶y
鄣y+

鄣觶z
鄣z+

鄣 觶u
鄣u= -b

当 b>0,即荦V<0 时,系统式(2)是耗散的。 这

意味着系统式(2)在无穷远处会以指数速率-b 收敛

到 0。
当系统式(2)的参数( a,b,k1,k2,Q,N,M) =

(0郾 01,0郾 63,0郾 01,1,9 999,1,1)时,利用 Matlab 数

值模拟,计算得到系统式(2)的 Lyapunov 指数:
LE1 =0郾 106 9, LE2 =0郾 107 4

LE3 =0郾 000 0, LE4 = -0郾 844 4
由此可知系统式(2)在该参数条件下是超混沌

的。 根据混沌系统 Lyapunov 维数的定义,计算得出

系统式(2)的 Lyapunov 维数 DL抑3郾 253 7,此时系统

式(2)对应的相图如图 2 所示,可以看出系统产生

了 3 卷超混沌吸引子。
其次固定系统式(2)的参数( a,b,k1,k2,Q) =

(0郾 01,0郾 68,0郾 01,1,9 999),同理可得到相对应的

Lyapunov 指数:
LE1 =0郾 090 9, LE2 =0郾 091 2
LE3 =0郾 000 0, LE4 = -0郾 862 2

以及 Lyapunov 维数 DL抑3郾 211 2。 通过调节函

数 f(x)中的控制参数 N 和 M,发现系统式(2)可以

产生具有不同卷数的超混沌吸引子,其对应二维平

面的相图如图 3 所示。

(a) x-y-z 空间 (b) x-y-u 空间

(c) x-z-u 空间 (d) y-z-u 空间

图 2摇 系统式(2)在参数 (a, b, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 63, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1) 时三维空间的相图

Fig. 2摇 Phase portraits of system (2) in 3D spaces with (a, b, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 63, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1)

(a) N=M=2 (b) N=4, M=2 (c) N=3, M=5
图 3摇 系统式(2)在参数 (a, b, k1, k2, Q)= (0郾 01, 0郾 68, 0郾 01, 1, 9 999) 时 x-y 平面的相图

Fig. 3摇 Phase portraits of system (2) on x-y plane with (a, b, k1, k2, Q)= (0郾 01, 0郾 68, 0郾 01, 1, 9 999)

13
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2摇 局部动力学分析

2郾 1摇 平衡点存在性和稳定性

系统的局部动力学特征可通过平衡点的性质反

映出来,现主要研究的是系统式(2)平衡点的存在

性及稳定性,探究平衡点处于不同状态时的参数范

围。
系统式(2)的平衡点可由方程组式(4)确定:

y=0
z-au=0
-y-bz+F(x)= 0
k1x+k2y

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï =0

(4)

求解方程组式(4)得到系统式(2)的平衡点 E

(x,y,z,u)= 0,0,F(x)b ,F(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

ab =(0,0,0,0)。 进一

步可得:对任意的 N 和 M,系统式(2)在参数(a,b,
k1,k2)= (0郾 01,0郾 63,0郾 01,1)时平衡点 E 对应的 4
个特征值分别为两个负实数特征值和一对实部为正

的共轭复根,即:
姿1 = -0郾 000 1,姿2 = -0郾 844 7

姿3,4 =0郾 107 4依1郾 086 2i
此时系统式(2)在平衡点 E 处的流形具有两个

稳定方向和两个不稳定方向,因此平衡点 E 是一个

鞍-焦点。
定理 1摇 设

赘 = { (a,b,k1,k2) ak1> 0,b > ak1+ 1,

(b-ak1-1)(abk2+ ak1+ 1) > ab3k1}
则系统式(2)的平衡点 E 满足如下结论:

当系统式(2)的参数(a,b,k1,k2)沂赘 时,其平

衡点 E 是渐进稳定的;当系统式(2)的参数( a,b,
k1,k2)埸赘 时,其双曲平衡点 E 是不稳定的。

证明摇 系统式(2)在平衡点 E 附近的 Jacobi 矩
阵为

JE =

0 1 0 0
0 0 1 -a

F忆(0) -1 -b 0
k1 k2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0

=

0 1 0 0
0 0 1 -a
-1 -1 -b 0
k1 k2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0

通过求解 姿E-JE =0,得到上述 Jacobi 矩阵的

特征方程如式(5)所示, 其中参数( a,b,k1,k2 )沂

R4
+。

姿4+b姿3+(ak2+1)姿2+(abk2+ak1+1)姿+abk1 =0

(5)
计算如下行列式:

驻1 = b

驻2 =
b 1

abk2+ak1+1 ak2+1
= b-ak1-1

驻 3 =

b 1 0
abk2+ ak1+ 1 ak2+ 1 b

0 abk1 abk2+ ak1+ 1 =

(b-ak1-1)(abk2+ ak1+ 1)-ab3k1

驻 4 =
b 1 0 0

abk2+ ak1+ 1 ak2+ 1 b 1

0 abk1 abk2+ ak1+ 1 ak2+ 1

0 0 0 abk1

=

abk1驻 3

于是当系统式(2)的参数(a,b,k1,k2)沂赘 时,
有 驻1>0,驻2 >0,驻3 >0,驻4 >0,根据 Routh-Hurwitz 判

别准则可得,系统式(2)的平衡点 E 是渐进稳定的;
当参数(a,b,k1,k2)埸赘,系统式(2)的双曲平衡点

E 是不稳定的。

2郾 2摇 Hopf 分岔存在性

Hopf 分岔是混沌动力学中一种重要的分岔类

型,现研究系统式(2)在平衡点 E(0,0,0,0)附近的

Hopf 分岔。
定理 2摇 设系统式(2)的参数(a,k1,k2)沂R3

+,且
A=a2k2

2+ak2+1
B= -ak2(ak2+1)(2ak2+1)-9ak1(ak1+1)
C=a2k2

2(ak2+1) 2+3ak1(ak1+1)(2ak2+1)
驻=B2-4AC

则当系统式(2)的参数 b 经过其临界值 b j 时,
系统会发生 Hopf 分岔,其中

b j =
ak1+1
棕2

j -ak2
, j=1,2,3

棕2
1 =2ak2+1+

B
A , 棕2

2,3 = - B
2A

证明摇 假设系统式(2)的特征方程式(5)存在

23
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一对纯虚根 姿 = 依i棕(棕沂R+),将纯虚根 i棕 代入特

征方程式(5)可得:
棕4-(ak2+1)棕2+abk1+i棕(abk2+ak1+1-b棕2)= 0

(6)
由式(6)推出方程组:

棕4-(ak2+1)棕2+abk1 =0

abk2+ak1+1-b棕2{ =0
通过求解方程组有:

b=
ak1+1
棕2-ak2

棕6-(2ak2+1)棕4+ak2(ak2+1)棕2+ak1(ak1+1)

ì

î

í

ï
ï

ïï = 0

利用盛金公式[14]可解得,当 驻=0 时,有:

b= b j =
ak1+1
棕2

j -ak2
, j=1,2,3

棕2
1 =2ak2+1+

B
A , 棕2

2,3 = - B
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï A

把 棕2 =棕2
j ,b= b j 代入特征方程式(5)得:

(姿2+棕2
j ) 姿2+b j姿+

ab jk1

棕2
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=0

由此可解得:

姿1,2 = 依i棕 j,姿3,4 =
-b j依 b2

j -4
ab jk1

棕2
j

2
因此,当 棕2 =棕2

j ,b = b j 成立时,系统式(2)对应

的特征方程有一对共轭纯虚根,由中心流形定理可

知,系统式(2)满足 Hopf 分岔存在的第一条件[15]。
再根据特征方程式(5)可得:

鄣姿(b)
鄣b | b=b j,姿=依i棕 j

=

ak1+i棕 j(ak2-棕2
j )

ab jk2+ak1+1-3b j棕2
j +2i棕 j(ak2+1-2棕2

j )
那么有:

Re 鄣姿(b)鄣b | b=b j,姿=依i棕 j
=
2(ak2+1)棕4

j -[2ak2(ak2+1)+3ab jk1]棕2
j +a2b jk1k2-3ak1(ak1+1)

(ab jk2+ak1+1-3b j棕2
j ) 2+4棕2

j (ak2+1-2棕2
j ) 2 屹0

因此,系统式(2)满足中心流形定理中 Hopf 分岔存

在的第二条件[15]。 由 Hopf 分岔存在性定理得证,

当系统式(2)的参数 b 越过其临界值 b j 时,系统发

生了 Hopf 分岔。
为了验证定理 2 的合理性,利用数学软件对系

统式(2)进行数值仿真验证,选取系统式(2)的参数

(a,k1,k2 ) = (0郾 01,0郾 01,1),通过计算可得 b1 =

1郾 00,b2,3 =161郾 08。 现验证 b1 = 1郾 00 的情形,选取

函数 f(x)的参数 Q = 9 999,N =M = 1,当系统式(2)

的参数 b=0郾 99<b1 时,平衡点 E 对应的 4 个特征值

分别为两个负实数特征值和一对实部为正的共轭复

根,即:

姿1 = -0郾 000 1,姿2 = -0郾 995 0

姿3,4 =0郾 002 5依1郾 007 5i
此时系统式(2)在平衡点 E 处具有两个稳定流

形和两个不稳定流形,平衡点 E 是一个鞍-焦点,系
统式(2)的吸引子相图如图 4(a)所示,此时系统生

成了一个多卷吸引子;当系统式 (2) 的参数 b =

1郾 01>b1 时,平衡点 E 对应的 4 个特征值如下所示:

姿1 = -0郾 000 1,姿2 = -1郾 005 1

姿3,4 = -0郾 002 4依1郾 002 5i

特征值所有实部为均为负数,此时系统式(2)
的平衡点 E 是稳定的,图 4(b)展示了系统的吸引子

相图,由此看出系统存在周期轨。 因此,系统式(2)
的参数 b 穿过 b = 1郾 00 时,平衡点的状态由不稳定

变为稳定,系统发生了 Hopf 分岔,因此验证了定理

2 的结论。

(a) b = 0郾 99

(b) b = 1郾 01

图 4摇 系统式(2)在参数 (a, k1, k2, Q, N, M)=

(0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1) 时 x-y-z 空间的相图

Fig. 4摇 Phase portraits of system (2) in x-y-z space with

(a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1)
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3摇 复杂动力学分析

固定系统式(2)的参数( a,k1,k2,Q,N,M) =

(0郾 01,0郾 01,1,9 999,3,2),选定参数 b 在区间

[0郾 6,1郾 1]变化时,系统的 Lyapunov 指数谱和分岔

相图如图 5 所示。

(a) Lyapunov 指数谱 (b) 分岔相图

图 5摇 参数 (a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2), b[0郾 6,1郾 1]时,系统式(2)对应的

Lyapunov 指数谱图和分叉相图

Fig. 5摇 Lyapunov exponents and the bifurcation diagrams of system(2) when (a, k1, k2, Q, N, M)=
(0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2) and b[0郾 6,1郾 1]

摇 摇 结合图 5(a)-5(b)可以看出:随着参数 b 的增

加,系统式(2)的动力学状态经历了从超混沌到拟

周期的过程。 特别地,当参数 b 选取特定值时,系统

式(2)对应的 4 个 Lyapunov 指数如表 1 所示,对应

的吸引子相图如图 6 所示。 从表 1 可以看出:系统

式(2)的动力学经历了从超混沌到混沌、拟周期到

周期这 4 个状态的变化,从图 6 可以看出系统式(2)
具有复杂的动力学特征。

(a) b = 0郾 850 (b) b = 0郾 999

(c) b = 1郾 000 (d) b = 1郾 003
图 6摇 系统式(2)在参数 (a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2) 时 x-y-z 空间的相图

Fig. 6摇 Phase portraits of system(2) in x-y-z space with (a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2)

表 1摇 系统式(2)在参数 (a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2) 时的 Lyapunov 指数

Table 1摇 Lyapunov exponents of system(2) with (a, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 01, 1, 9 999, 3, 2)

b LE1 LE2 LE3 LE4 动力学行为

0郾 850 0郾 040 2 0郾 039 6 0郾 000 0 - 0郾 929 7 超混沌

0郾 999 0郾 000 2 0郾 000 0 - 0郾 000 1 - 0郾 999 1 混沌

1郾 000 0郾 000 0 0郾 000 0 - 0郾 000 3 - 0郾 999 6 拟周期

1郾 003 0郾 000 0 - 0郾 000 6 - 0郾 001 3 - 1郾 001 1 周期
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摇 摇 选取系统式(2)的参数(a,b,k1,k2,Q,N,M)=
(0郾 01,0郾 63,0郾 01,1,9 999,1,1)时,系统的吸引子

在二维平面的 Poincar佴 映射如图 7 所示,表明系统

式(2)存在超混沌吸引子。

(a) x-y 平面 (b) x-z 平面

(c) x-u 平面 (d) y-z 平面

图 7摇 系统式(2)在参数 (a, b, k1, k2, Q, N, M)= (0郾 01, 0郾 63, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1) 时二维平面的 Poincar佴 映射图

Fig. 7摇 Poincar佴 mappings of system (2) on 2D planes with (a, b, k1, k2, Q, N, M)=

(0郾 01, 0郾 63, 0郾 01, 1, 9 999, 1, 1)

4摇 总摇 结

立足于 Jerk 混沌系统的吸引子及平衡点两个

视角,通过反馈控制器技术,建立四维多卷超混沌光

滑 Jerk 系统。 详细分析了所得系统的基本性质,包
括平衡点的存在性及处于稳定状态时的参数条件、
Hopf 分岔存在性等,发现系统是耗散的且关于原点

对称,系统仅有一个平衡点,为鞍-焦点类型,且存

在 Hopf 分岔现象。 进一步利用数学软件 Matlab 进

行数值仿真得到系统的 Lyapunov 指数谱、吸引子相

图和 Poincar佴 映射等特征,验证了提出的新系统具

有周期、混沌、拟周期、超混沌吸引子的复杂动力学

现象。 研究不仅丰富了多卷 Jerk 系统的类型,而且

对进一步深入理解四维多卷超混沌光滑 Jerk 系统

的动力学具有重要的理论意义及实际价值。
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Research on Complex Dynamics of a New 4D Multi-scroll
Hyperchaotic Jerk System
HAN Jie, YANG Qi-gui

(School of Mathematics, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract:To solve the problem whether a nonlinear hyperchaotic system with only one equilibrium point can
generate multi - scroll attractors, a new 4D hyperchaotic smooth system with one nonlinear term and a unique
equilibrium point is proposed. Based on the 3D Jerk chaotic system constructed by Sprott, the complex dynamic
properties of the new system are analyzed and discussed theoretically by using the Routh-Hurwitz criterion, the
central manifold theorem and the mathematical simulation software, and by combining with the feedback control
technology and the design method of multi-scroll chaotic system. It is found that there is a unique equilibrium point
in the system, and the applicable parameters range of this equilibrium point in different states is given. It is strictly
proved that the Hopf bifurcation phenomenon exists in the new system, and the Lyapunov exponential spectrum,
bifurcation graph and Poincar佴 mapping of the new system are further obtained by numerical simulation. It is
verified that the new system has only one saddle-focus and can produce complex dynamics such as multi-scroll
hyperchaotic attractor and periodic attractor, which enriches the research on hyperchaotic complexity of the existing
Jerk system.

Key words:hyperchaotic system; multi-scroll system; Jerk system; Lyapunov exponents; Hopf bifurcation
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