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摘摇 要:针对多顶点折纸机构自由度分析困难问题,提出了在多顶点折纸机构的自由度分析中,利用邻

接矩阵分析刚性折纸自由度的方法;用邻接矩阵表示顶点之间的连接关系,通过引入消元矩阵,用矩阵乘法

描述了确定运动状态的过程;通过计算顶点对应的行元素之和来确定约束的个数,避免了交叉折痕顶点自由

度的计算误差;以分析单顶点 4 折痕折纸图案自由度为基础,拓扑到分析多顶点三角形刚性折纸图案自由

度;最后,通过软件仿真验算刚性折纸图案自由度计算结果的正确性。
关键词:折纸结构;邻接矩阵;仿真分析
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0摇 引摇 言

折纸是一种古老的艺术形式,折纸的命名源自

日语词根“ori冶和“ gami冶组合,意思是折叠和纸张,
其可以实现不经裁剪和粘接,使二维平面的纸张折

叠成三维立体模型[1]。 它的运动是连续的且一一

对应的二维到三维的映射。 折纸可分为刚性折纸和

非刚性折纸,假设在折叠过程中,刚性折纸面始终为

刚性平面(通常视为连杆),将折痕视为转轴,则刚

性折纸板折叠过程中不发生扭转变形等情况。 因

此,仅由相邻折叠面的夹角即可决定折纸构型。 非

刚性折纸则不具有这一假设,认为可以在折纸面内

发生扭转、弯曲等变形,可产生形变。 由于刚性折纸

具有结构巧妙、易于折叠等优点,越来越受到工程师

们的关注。 例如航天工程中的太阳能阵列[2-3], 在

日常生活领域有可折叠餐具[4], 直升机[5]等。 为了

探索折纸的原理,从而使折纸结构发展出更多的结

构,越来越多的学者用数学来揭示其中的原理。
在折纸运动学的研究中,Kawasaki爷 s 提出了单

顶点可以平折时夹角之间的基本理论,Maekawa爷 s
提出了山谷折痕分布理论,这两个基本理论成为折

纸的基本定理。 数值算法[6]、四元数法和矩阵法[7]

等被用来分析刚性折纸的可折叠性。 Hull[8]研究了

单顶点折纸折痕图案能够刚性折叠的一个内在充要

条件,为刚性折纸图案拓扑和应用分析奠定了基础。
BERRY M 等[9]在非欧几里德空间,提出运动高斯

曲率的方法研究折纸运动空间。 得出了有向顶点的

构形空间与高斯曲率的关系。 吴和游[9] 分别用四

元素法和双四元素法建立了折纸机构的运动模型,
分析了单顶点或多顶点的折纸图案的平面折叠性,
并判断了折纸在折叠过程的自相交性。 但是判断折

纸机构自由度的方法还是比较少,蔡建国等[11] 在刚

性折纸机构的自由度的研究中,建立了折纸机构的
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系统约束方程,并从雅克比矩阵的零空间中计算出

了刚性折纸机构的自由度,但是其研究存在局限性,
若是机构中存在冗余自由度时,方法不再适用。 同

时其方法的计算过程较为复杂。
然而,利用邻接矩阵的方法计算刚性折纸机构

的自由度,可以简化多顶点刚性折纸机构自由度的

运算。 首先,介绍刚性折纸的基本条件和基本定理;
然后,以计算单顶点刚性折纸机构自由度为基础,拓
扑到多顶点三角形刚性折纸自由度的计算。 通过折

痕与折痕之间的关系,建立邻接矩阵并通过矩阵变

换计算刚性折纸机构的自由度;最后,通过软件建模

和仿真验证邻接矩阵方法计算的准确性。

1摇 折纸基本理论

折纸艺术因其能直观展示如何利用折纸来生成

连续但有区别的图形,而广泛受到人们的关注。 折

纸的折叠过程是连续变化的,且能反应折纸图案从

二维到三维的映射。 折纸图案由一系列的折痕图案

组成,包括向上凸起的山折痕(实线)和向下凹陷的

谷折痕(虚线),折纸图案的刚性可折叠性是由一系

列的山折痕和谷折痕组合而成,其组合对平折折纸

的折叠性起关键性作用。 以下介绍折纸的一些基本

理论,包括平折的必要条件,有效的山谷折痕分配条

件[12-14]。
Kawasaki爷s 定理 1 摇 单个顶点周围的交替角

度之和是 仔,如图 1 所示。

图 1摇 具有 n 条折痕的单顶点的折痕图案

Fig. 1摇 A single vertex crease pattern with n creases

琢1-琢2+琢3-…-琢2n =0
Kawasaki爷s 定理 2摇 对于相邻的折痕夹角琢1、

琢2、琢3…琢2n,假设琢2n为其中的最小角,则围成最小角

度的折痕必须由一条山折痕和一条谷折痕组成。
Maekawa爷s 定理 摇 山折痕(M)与谷折痕(V)

之差为依2,即:
M-V= 依2

单顶点折痕所围成的角度之和为 2仔,如图 1 所

示的单顶点折痕为

琢1+琢2+琢3+…+琢2n =2仔

2摇 单一顶点折纸机构自由度研究

在刚性折纸的研究过程中,刚性折纸的折痕视

为旋转关节或转动副,刚性纸板则视为连杆(如图 2
所示)。 在单顶点的自由度分析中,无论折痕数多

少,单顶点刚性折纸在空间上总是具有 3 个方向的

共同约束力,因此等效机构的秩 d 为 3,根据修改的

G-K 自由公式[16-17]:

M = d(n - g - 1) + 移
g

i = 1
f i + v - 孜

其中,M 是机构的自由度,d 为机构的秩,n 为包括

机架在内的构件数,g 为运动副数,f i为运动副的自

由度,v 为多回路并联机构在去掉公共约束后的冗

余约束数,z 是机构的局部自由度数。

图 2摇 单一顶点 4 折痕机构

Fig. 2摇 Single vertex 4 crease mechanism

然而,在分析单顶点刚性折纸的自由度时,n 为

刚性面的面数(杆件数),g 为折痕数,f i为 1(通常为

转动副),v 和 z 都为 0(一般的单顶点刚性折纸没有

冗余自由度和局部自由度)。 单顶点刚性折纸顶点

可以分为边界顶点和非边界顶点,对于非边界顶点

其自由度计算公式为

M=m-3 (1)
其中,M 为自由度数,m 为折痕数,例如图 2 所示单

顶点 4 折痕刚性折纸自由度为 M=4-3 =1。
对于边界顶点其自由度计算公式如下:

M=m-2 (2)
其中,M 为自由度数,m 为围绕此顶点的折痕数。

42
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3摇 多顶点刚性折纸机构

对于多顶点刚性折纸机构而言,为了实现折纸

的刚性折叠性,每个顶点的运动必须与其相邻的顶

点的运动兼容不发生干涉。 然而,相较于单顶点刚

性折纸机构,多顶点刚性折纸机构获得这样的运动

特性是比较难得到的,多顶点刚性折纸机构可以实

现刚性折叠的图案是比较少的。 因此,分析多顶点

刚性折叠机构的自由度是非常有必要的。

利用邻接矩阵方法,分析多顶点三角形刚性折

纸图案的自由度,其由单顶点 4 折痕折纸图案拓扑

得到,其图形如图 3 所示,因其满足平折折纸定理

(3 个顶点中的任意单一顶点都满足上述平折的必

要条件,有效的山谷折痕分配条件)和折纸乘数的

积为 1[6]等条件而可刚性折叠。 对于多顶点三角形

折纸图案而言,并不是所有的折纸图案都可以刚性

折叠,如图 4 所示,图 4(a)和图 4(b)为两种不可刚

性折叠情况,已被证明不可严格刚性折叠[18],虽然

满足山谷折痕分布和平折折纸定理,但是因存在

3 对相互平行的边而不满足折纸乘数的积为 1 的条

件而不可刚性折叠。

图 3摇 多顶点三角形刚性折纸图案

Fig. 3摇 Multi-vertex triangle rigid origami pattern

摇
摇 (a) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b)

图 4摇 多顶点三角形不可刚性折纸图案

Fig. 4摇 Multi-vertex triangle non-rigid origami pattern

在多顶点三角形折纸图案可刚性折叠的情况

下,利用邻接矩阵分析其自由度。 邻接矩阵直观展

现了顶点之间的连接关系。 首先,将多顶点三角形

折纸图案封闭,即添加边界,添加边界后的图案如

图 5 所示,并将顶点由 1 ~ 9 逆时针编号,其中 1、2、

3 为非边界顶点,4 ~ 9 为边界顶点。 则建立的邻接

矩阵C0为

摇 摇 1 2 3 4 5 6 7 8 9

C0 =

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 1 1 0 1 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0 1 1 0

1 1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 1 1 0 0 0 1 0

矩阵中“1冶表示顶点与顶点之间相连,即存在

折痕则记为“1冶,不相连则为“0冶,从矩阵中的每一

行或列可以知道每一个顶点有几条折痕围成(例如

顶点 1 有 4 条折痕)。 由于矩阵为对称阵,因此分析

时只分析行或列即可。

图 5摇 多顶点三角形刚性折纸边界添加图

Fig. 5摇 Addition of multi-vertex triangle

rigid origami boundary

通过引入变量Di( i = 0,1,2,3,…,9)确定每顶

点实现确定运动所需要的驱动,驱动的添加选择从

非边界顶点 1 开始,依次添加驱动(也可以选择从 2

或 3 开始,但只能从非边界顶点 1、2、3 开始)。 当邻

接矩阵为C0时,变量D0 = 0(此时并未添加驱动到折

纸机构中),由式(1)和邻接矩阵C0可以计算得非边

界顶点 1 所需的驱动为 4-3 = 1,则邻接矩阵由C0变

52
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为C1:

摇 摇 1 2 3 4 5 6 7 8 9

C1 =

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 1 1 0 0 0 1 0

此时矩阵C1中的“1冶表示未有确定运动的折痕

数(与矩阵C0中的“1冶的含义不同),即此折痕未有

确定的输入驱动(角度变量)。 当非边界顶点 1 输

入了确定的驱动,邻接矩阵C1中的第一列和第一行

中的“1冶变为“0冶。 邻接矩阵由C0变到C1引入消元

矩阵E j,n,消元矩阵[10]的表示如下:

E j,n =

1 0 … 0 0 … 0

0 1 … 0 0 … 0

左 左 左 左 左

0 0 … 0 j,j 0 … 0

0 0 … 0 1 … 0

左 左 左 左 左

0 0 … 0 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú1

消元矩阵是 n伊n 的矩阵,在矩阵中的第 j 行和

第 j 列中的元素都为 0,对角线上的元素为 1,左乘

矩阵E j,n使得Ci的第 j 行中的元素都为 0,右乘矩阵

E j,n使得Ci的第 j 列中的元素都为 0,其变换如下所

示:

Ci+1 =E j,nCiE j,n

同时变量由D0变为D1,D1 =D0 +1 = 1(1 表示需

要添加的驱动或角度变量)。

然后,继续对非边界顶点 2 添加驱动,由式(1)

和邻接矩阵C1 得非边界顶点 2 需要添加的驱动为

3-3 =0,其中第一个“3冶为C1 中第 2 行的元素和。

此时的邻接矩阵C2为

C2 =E2,9C1E2,9 =

摇 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 1 1 0 0 0 1 0

同时变量由D1变为D2,则D2 =D1+0 =1。
然后继续对非边界顶点 3 添加驱动,由式(1)

和邻接矩阵C2 得非边界顶点 3 需要添加的驱动为

2-3<0,其中的“2冶为C2中第 3 行的元素和(若存在

非边界顶点行元素和小于或等于 3,则需要添加的

驱动为 0)。 此时的邻接矩阵C3为

C3 =E3,9C2E3,9 =
摇 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1
2
3
4
5
6
7
8
9

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 1 0 0 0 1 0

同时变量由D2变为D3,则D3 =D2+0 =1。
由上述计算可得非边界顶点 1、2、3 需要的总驱

动数量Me =D3 =1。
下面计算边界顶点所需要的驱动数,边界顶点

需要的总驱动数Mb计算如下:

Mb =
移

n

j = b+1
移r( j) -( )2

2 (3)

其中,b 为非分边界顶点数,n 为图形的总顶点数,
rb( j)为最后一个非边界顶点添加驱动后的邻接矩

阵中的第 j 行的和。
由邻接矩阵C3和式(3)可以得到多顶点三角形

刚行折纸图案边界顶点需要添加的总驱动数为

Mb =
移

9

4
移2 -( )2

2 = 0

可以发现邻接矩阵C3中第 4 行至第 9 行每一行

的和都是 2,则由式(7)可得边界顶点需要的约束为

62



第 5 期 张锐浩,等:多顶点三角形刚性折纸自由度分析

Mb = 0。 最后,计算得到多顶点三角形刚性折纸机

构的自由度:M =Me+Mb =1。

4摇 模拟仿真

通过 Adams 软件的建模仿真功能,建立多顶点

三角形刚性折纸图案,建模过程中,刚性折纸的折痕

视为旋转关节(细线表示),刚性纸板则视为连杆。
连杆与连杆之间由旋转副连接,通过约束的方式使

连杆与连杆仅存在转动自由度。 多顶点三角形刚性

折纸图案的三维建模图形如图 6 所示。

图 6摇 多顶点三角形刚性折纸图案三维建模

Fig. 6摇 Three-dimensional modeling of multi-vertex
triangle rigid origami pattern

在完成建模的基础上,为模型添加驱动,模型的

驱动添加数为上述计算结果,模型仅需添加一个驱

动。 然后,执行仿真运行步骤,看能否完成刚性折叠

过程。
多顶点三角形刚折纸运动模型完成了从初始平

折到完全折叠的运动过程,结果如图 7 所示,机构仅

添加一个驱动即可完成所需的折叠运动(驱动添加

图如图 8 所示),运动过程并无奇异位形,若添加多

个驱动则可能会产生冗余驱动。 仿真结果验证了多

顶点三角形刚性折纸的自由度为 1 的结论是正确

的。

图 7摇 多顶点三角形刚性折纸图案的运动完成折叠

Fig. 7摇 The movement of the multi-vertex triangle
rigid origami pattern completes the folding

图 8摇 多顶点三角形刚性折纸图案的折叠驱动添加

Fig. 8摇 Folding drive addition of multi-vertex
triangle rigid origami pattern

5摇 结束语

在刚性折纸的平折条件和峰谷分配的条件等条

件下,以分析单顶点 4 折痕的刚性折纸自由度为基

础,拓扑到多顶点三角形刚性折纸自由度分析,通过

邻接矩阵的方法分析多顶点三角形刚性折纸的自由

度,该方法具有运算简单、表达直观的优点。 顶点之

间的关系用邻接矩阵表示,便于计算机运算和矩阵

变换。 通过引入消元矩阵,用矩阵乘法描述了确定

运动状态的过程,通过矩阵变换简化了折纸图案中

的复杂运动表示。 最后通过软件仿真验算其计算结

果的准确性。
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Analysis of Freedom Degree of Multi-vertex Triangle Rigid Origami

ZHANG Rui-hao, ZHANG Fan, ZHUANG Yan-shuai,
ZHANG Yu-hui, WANG Feng

(School of Mechanical and Automotive Engineering, Shanghai University of
Engineering and Technology, Shanghai 201620, China)

Abstract:Rigid foldability is an important feature of the paper folding mechanism, allowing continuous
movement along a predetermined crease between the folded and unfolded state without stretching or bending the
surface. It has great potential in engineering applications. In view of the difficulty in the analysis of the freedom
degree of multi-vertex origami mechanism, a method using adjacency matrix to analyze the freedom degree of rigid
origami is proposed. The adjacency matrix is used to represent the connection relationship between vertices, then,
by introducing an elimination matrix, the process of determining the motion state is described by matrix
multiplication. The number of constraints is determined by calculating the sum of the row elements corresponding to
the vertices, which avoid the calculation error of the freedom degree of the vertices of the cross crease. Based on
the analysis of the freedom degree of the single-vertex 4-fold origami pattern, the topology is used to analyze the
freedom degree of multi-vertex triangular rigid origami pattern. Finally, the correctness of the calculation results of
the freedom degree of the rigid origami pattern is checked by software simulation.

Key words:origami structure; adjacency matrix; simulation analysis
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