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摘摇 要:讨论一个非线性生物互惠模型在随机扰动环境下的性质特征,以及最优收获策略问题。 为了解

模型系统的动力学特征,首先利用随机方程的比较原理证明系统解的存在唯一性,并给出两物种平均持续存

在的条件;然后利用集合和遍历的方法得到最优收获策略的表达形式,且利用数值模拟直观表现物种在捕获

条件下的生长情况,并与所得的理论结果吻合;这帮助人类在充分获取自然资源并获得最大收益的同时, 也

能使物种生物量维持在一个合理的水平, 避免物种灭绝,保证生物多样性。
关键词:最优收获策略;随机互惠模型;持续与灭绝;遍历性;It觝 公式
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0摇 引摇 言

近年来,随着可持续发展战略被大力宣传与实

施,更多的研究者也把注意力放在了自然资源的分

配与使用中,例如天然气、化石燃料、金属以及生物

资源都受到了重视。 虽然部分资源本身具有可再生

的能力,但是过度开采已经使得那些不可再生资源

处于短缺甚至耗尽边缘, 而且很多动物在大肆的捕

获下也濒临灭绝。 因此,最优收获问题应运而生,如
何控制收获力度保证可持续发展成为很多生物研究

者的研究主题。
随着研究的深入,不少研究者发现生物模型不仅

由物种的内在增长率、环境容纳量等确定的参数构

成,而且人类社会以及自然因素,例如温度的变化、森
林大火、金融危机等也会影响模型的构建。 因此,随
机扰动或大或小地改变着物种生物量原有的增长状

态。 事实上,很多学者早已经开始探索随机生物模型

的最优收获问题。 例如,May 和 Beddington[1] 对典型

的对数模型 dN( t) = N( t) ( r-c-aN( t)) dt+琢N( t)

dB( t)进行了收获问题的研究并得出有效结论,即

当 c<r-0郾 5琢2 时,得到最优收获效力 c* = r-琢
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 / 2,

最大可持续产出 max Y ( c) = r-琢
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

/ 4a; Li 和

Wang[2]重点考察一般对数模型在随机噪声下的收获

问题,引入的一般对数项为 x·(t)= ax( t)-bx兹+1( t),并
在此基础上加入白噪声,同样得到最大可持续产出

的复杂表达形式;刘国栋和孟新柱[3] 深入探讨一个

生物互惠系统在受到随机扰动、环境污染以及其他

噪声条件下的最优收获策略问题,在较为复杂的条

件下求得了最优收获的具体值。 除互惠模型外,生
物间的其他关系也被广泛研究,如刘猛[4] 考虑了捕

食-被捕食模型在随机扰动下的最优收获问题;凌
亚茹[5]在捕食-被捕食关系的基础上加入时间参

数,研究周期解的存在唯一性、持续性与持久性以及

最优收获策略问题。
目前,大部分的研究(如文献[3,6,9,11])都是

对典型的线性 Lotka-Volterra 模型进行一系列的研

究,本文则主要考察 May 在文献[7]中提到的一类
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非线性互惠模型,其表达式如下:

dx( t)= x( t) r1-
b1x( t)

K1+f(y( t))
-着1x( t

æ

è
ç

ö

ø
÷) dt-

摇 摇 摇 q1x( t)dt+琢1x( t)dW1( t)

dy( t)= y( t) r2-
b2y( t)

K2+g(x( t))
-着2y( t

æ

è
ç

ö

ø
÷) dt-

摇 摇 摇 q2y( t)dt+琢2y( t)dW2( t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

(1)

其中:x( t),y( t)代表两个物种在时刻 t 时的数
量密度;ri( i = 1,2)表示物种 x( t),y( t)的内在增长
率;K1是在没有 y( t)的影响下环境对 x( t)的容纳
量,K2反之;qi( i= 1,2)表示分别对 x( t),y( t)的收
获效力;bi 表示互惠系数;着i 表示种内竞争系数;ri,
K i,bi,着i 都是正常数,并且 f(·),g(·)为单调连
续递增的正函数;Wi( t)( i=1,2)是两个标准布朗运

动,其中 {F t} t逸0代表域流为一个 滓-代数,琢i
2( i = 1,

2)代表着白噪声的强度。 f,g 的存在也让这个模型
具有代表性,下面主要对其在白噪声扰动下的随机
性质以及最优收获问题进行探讨。

这篇文章的主要目的就是去讨论是否存在一个最
优收获系数(OHE):Q* =(q*

1 ,q*
2 )满足下面的条件:

(1) x( t)和 y( t)都是持续存在的;
(2) 确定期望的可持续产出(ESY):

Y(Q)= lim
t寅肄

E(q1x( t)+q2y( t)
有最优值或范围。

1摇 预备知识

首先,假定 Wi ( t) ( i = 1, 2 ) 定义在域流为

{Ft} t逸0的完备概率空间(赘,F,{Ft} t逸0,P)上,X( t)=
(x( t),y( t)), |X( t) | = x2( t)+y2( t) 。 在文章开始
之前,定义一些符号并且引入一些必要的引理。 首
先, 令

f l = liminf
t寅肄

f(·),fu = limsup
t寅肄

f(·)
引理 1[8-9] 摇 摇 设 渍( t)沂[赘伊[0,+肄 ),R+],
(1) 如果存在 3 个常数 姿0,姿 和 T逸0,使得对

所有的 t逸T,有

ln 渍( t) 臆 姿t - 姿0乙t
0
渍( s)ds + 琢移

2

i = 1
Wi( t),a. s.

其中 琢 是常数, 于是

lim sup
t寅肄

t -1乙t
0
渍( s)ds 臆 姿

姿0
,a. s. ,姿 逸0

lim
t寅肄

渍( t) = 0,a. s. ,姿 逸
{

0
(2) 如果存在 3 个常数 姿0,姿 和 T逸0, 使得对

所有的 t逸T, 有

ln 渍( t) 逸 姿t - 姿0乙t
0
渍( s)ds + 琢移

2

i = 1
Wi( t),a. s.

于是

liminf
t寅肄

t -1乙t
0
渍( s)ds 逸 姿

姿0
a. s.

定义 1摇 如果 x( t),y( t) 满足条件:

lim
t寅肄

1
t 乙

t

0
x( s)ds > 0,a. s.

lim
t寅肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds > 0,a. s.

于是就说式(1)是平均持续的。

2摇 主要结论

系统正解的存在唯一性对后续性质的探讨起着

至关重要的作用,接下来,先证明式(1)存在唯一全

局正解。
定理 1摇 对于给定的正初值( x0,y0),式(1)有

一个唯一全局正解(x( t),y( t))。
证明摇 令 u(t)= ln x(t),v(t)= ln y(t),对式(1)

使用 It觝 公式,得到

du( t)= r1-q1-
琢1

2

2 -
b1eu( t)

K1+f(y( t))
-着1eu( tæ

è
ç

ö

ø
÷

) dt+

摇 摇 摇 琢1dW1( t)

dv( t)= r2-q2-
琢2

2

2 -
b2ev( t)

K2+g(x( t))
-着2ev( tæ
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ø
÷

) dt+

摇 摇 摇 琢2dW2( t
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ï

ï
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(2)

其中:t逸0,初值 u(0)= ln x0,v(0)= ln y0,由于

系数满足李普希茨条件,再利用文献[14]中随机微

分方程的理论,可证式(1)在 t沂[0,子)上有唯一局

部解,其中 子 为爆破时间,因此(x( t),y( t))有唯一

局部解。 对于全局解,即 子寅+肄 时,利用随机方程

的比较原理,参考文献[10]中的方法,得证。
生物的持续与灭绝对维持自然界物种多样性起

着至关重要的作用,物种生物量的多少也决定着人

类如何实施最优收获策略。 下面开始讨论生物持续

生存的条件。

定理 2摇 如果 ri-qi >
琢2

i

2 ( i = 1,2),并且 X( t)是

式(1)关于初值(x0,y0)的解,就有式(1)是平均持

续的。
证明摇 对式(1)的第一个等式使用 It觝 公式,可

以得到

dln x( t)= r1-q1-
琢2

1

2 -
b1x

K1+f(y( t))
-着1

æ

è
ç

ö

ø
÷x dt+琢1dW1( t)

令 d1 = r1-q1-
琢2

1

2 ,d2 = r2 -q2 -
琢2

2

2 ,两边同时积分,根据

引理 1 可得以下结果:

96
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lim
t寅肄

t -1乙t
0
x( s)ds 逸

d1

b1

K1
+ 着1

摇 a. s.

lim
t寅肄

t -1乙t
0
x( s)ds 臆

d1

b1

K1 + fu
+ 着1

a. s.

同样, 对 y( t),有

lim
t寅肄

t -1乙t
0
y( s)ds 逸

d2

b2

K2
+ 着2

摇 a. s.

lim
t寅肄

t -1乙t
0
y( s)ds 臆

d2

b2

K2 + gu + 着2

摇 a. s.

从而证明了系统平均持续性。
探讨最优收获策略不仅能帮助人类充分利用自

然资源并获得最大收益,而且也能保证物种生物量
维持在一个合理的水平,避免因过度开发而灭绝。
在确定最优收获策略之前,先给出一个引理。

引理 2摇 式(1)在分布上是渐进稳定的,也就是
说,存在一个唯一的概率测度 滋(·),使得对任意的

X(0)沂R2
+,当 t寅肄 时, X (0) 的转移概率 p ( t,

X(0),·)弱收敛于 滋(·)。
证明摇 证明方法可参考文献[11]。
定理 3摇 式(1)的测度 滋(·)具有遍历性。
证明 摇 根据引理 2,可知式 (1) 的不变测度

滋(·)是唯一的。 利用文献[12]中的推论 3郾 4郾 3,
可得 滋(·)是强混合的。 同样,基于文献[12]中的
定理 3郾 2郾 6,则 滋(·)具有遍历性。

现在,开始确定式(1)的最优收获策略。
定理 4 摇 如果定理 2 的条件满足,也就是说

x( t)和 y( t)是平均持续的,则存在 Y(Q)的一个下

界 Y
-
(Q)和一个上界 Y

-
(Q),并且有一个正常数 Y*

沂(Y
-
(Q),Y

-
(Q)),使得 Y(Q)= Y*。 同样可得到其

对应的收获效力 Q*,满足下列等式:

Y
-
(Q)= q1

r1-q1-
琢2

1

2
b1

K1
+着1

+q2

r2-q2-
琢2

2

2
b2

K2
+着2

Y
-
(Q)= q1

r1-q1-
琢2

1

2
b1

K1+fu
+着1

+q2

r2-q2-
琢2

2

2
b2

K2+gu+着2

以及

Q*(q*
1 ,q*

2 )= 1
2 r1-

琢2
1

2 ,r2-
琢2

2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
证明摇 令 Q=(q1,q2) T>0,并且 x( t),y( t)是平

均持续的,得到

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
QTX( s)ds =

q1 lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
x( s)ds + q2 lim

t寅+肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds (3)

通过引理 2, 再利用文献[12]中的式(3郾 3郾 2),有

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
QTX( s)ds = 乙

R2+

QTX滋(dX) (4)

设 子(X)表示式(1)的平稳概率密度,则
Y(Q) = lim

t寅+肄
E(q1x( t) + q2y( t)) =

lim
t寅+肄

E(QTX( t)) = 乙
R2+

QTX子(X)dX (5)

由于式(1)的不变测度具有唯一性,推出

乙
R2+

QTX子(X)dX = 乙
R2+

QTX滋(dX) (6)

结合式(3)—(6)得到最优收获的表达式:

Y(Q) = q1 lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
x( s)ds + q2 lim

t寅+肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
x( s)ds 和 lim

t寅+肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds 的范围在定

理 2 中已经得出,但由于无求出具体的极限值,只获
得了 Y(Q)的一个范围区间, 如下:

Y
-
(Q)臆Y(Q)臆Y

-
(Q)

其中:

Y
-
(Q)= q1

r1-q1-
琢2

1

2
b1

K1
+着1

+q2

r2-q2-
琢2

2

2
b2

K2
+着2

Y
-
(Q)= q1

r1-q1-
琢2

1

2
b1

K1+fu
+着1

+q2

r2-q2-
琢2

2

2
b2

K2+gu+着2

由于连续性,可以知道存在两个正常数

N1沂
r1-q1-

琢2
1

2
b1

K1
+着1

,
r1-q1-

琢2
1

2
b1

K1+fu
+着

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷1

N2沂
r2-q2-

琢2
2

2
b2

K2
+着2

,
r2-q2-

琢2
2

2
b2

K2+gu+着

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷2

使得

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
x( s)ds = N1

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds = N2

于是存在 Y*沂(Y
-
(Q),Y

-
(Q)),使得最优收获

Y(Q) = Y* = q1N1 +q2N2,再以 Y
-
(Q)为例,对 q1,q2

07



第 4 期 罗俊威:一类随机互惠模型的遍历性和最优收获策略

求偏导等于零:

dY
-
(Q)
dq1

=
r1-2q1-

琢2
1

2
b1

K1
+着1

=0

dY
-
(Q)
dq2

=
r2-2q2-

琢2
2

2
b2

K2
+着2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

=0

得到对应的最优收获效力 (q1,q2)=
1
2 r1-

琢2
1

2 ,r2-
琢2

2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 。

同样, Y
-

( Q ) 的 最 优 收 获 效 力 ( q1, q2 ) =
1
2 r1-

琢2
1

2 ,r2-
琢2

2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,可以发现在两个不同的收获量下,

最优收获效力没有改变。 所以对于 Y*而言, 它所对

应的最优收获效力(q*
1 ,q*

2 )= 1
2 r1-

琢2
1

2 ,r2-
琢2

2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , 这

一点根据f(·),g(·)的单调性和 lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
x(s)ds,

lim
t寅+肄

1
t 乙

t

0
y( s)ds 的连续性不难验证, 则式(1)的最

优收获量为

Y* = 1
2 r1-

琢2
1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 N1+
1
2 r2-

琢2
2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 N2

3摇 数值模拟

利用数值模拟的方法展示前面章节所得到的结

果, 并观察在引入最优收获时, 生物持续和灭绝的

情况。 根据文献[13]中 Milstein 的方法,确定一些

常量 r1 =1,r2 = 1郾 2,着1 = 0郾 7,着2 = 0郾 8,b1 = 0郾 9,b2 =
0郾 7,K1 =K2 = 2 以及 f(y)= ey,g( x) = ex,且初值为

X(0)= (0郾 6,0郾 4)。
图 1 表示了在自然随机扰动条件下,生物的生

长情况,其中 琢1 = 0郾 15,琢2 = 0郾 18,q1 = q2 = 0。 图 2
模拟在和图 1 同等强度随机干扰的情况下,施加最
优收获效力后生物的生长变化,即 q1 = 0郾 494,q2 =
0郾 592,可以看到生物的数量明显下降了一个等级,
但却仍能持续存在。 并且通过对比图 1,图 2 的生
物数量变化,可以发现 x( t)的数量从平均值为 1 下
降到平均值为 0郾 5 左右,大约下降了 0郾 5,而 y( t)则
由 1郾 1 下降到了 0郾 52,大致下降了 0郾 58。 这与通过
上一部分计算出来的最优收获效力 q1 = 0郾 494,q2 =
0郾 592 的结论相一致,并且算得最优收获 Y(Q)处于
(0郾 52,0郾 71)之间。 另外通过图 1,图 3 的对比发现
在扰动强度很大的情况下,即对于图 3 中 琢1 = 1郾 6,

琢2 =1郾 8,物种大概率会灭绝,因此无法进行捕获,这
也验证了之前得到的结论。

图 1摇 随机扰动下无收获的生物数量图

Fig. 1摇 Biological quantity diagram under stochastic
disturbances with no harvesting

图 2摇 随机扰动下施加收获的生物数量图

Fig. 2摇 Biological quantity diagram under stochastic
disturbances with optimal harvesting efforts

图 3摇 强随机扰动下的生物数量图

Fig. 3摇 Biological quantity diagram under strong
stochastic disturbances with harvesting

4摇 结束语

提出一类具有代表性的非线性生物互惠模型,
对其解的存在唯一性和遍历性进行说明,给出了物
种持续存在与灭绝的条件,并且引入收获项展开对
该系统最优收获问题的研究,算出最优收获效力。
虽然模型仍存在一点不足,即由于模型的特性无法
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算出最优收获的一个具体值,但是通过计算出最优
收获的一个范围,也能合理控制收获量以确保物种
不至于过度捕获而灭绝。
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Ergodicity and Optimal Harvesting Policy for a Stochastic Mutualism Model

LUO Jun-wei
(School of Applied Mathematics, Nanjing University of Finance and Economics, Nanjing 210023, China)

Abstract:The properties of a nonlinear mutualism model under stochastic perturbations are discussed along
with the problem of the optimal harvesting strategy. In order to study the dynamic behaviors, the existence and
uniqueness of positive solution to the model are proven by the comparison principle of stochastic equations, and the
criteria for persistence in mean and extinction of two species are given. Finally, by using the aggregation and
ergodic method, the explicit form of optimal harvesting policy is obtained, together with the numerical stimulation
showing the growth situations of two species under exploitation, which not only help human beings take fully
advantage of nature and gain maximum benefit, but maintain populations at a reasonable level, keep species from
extinction, and guarantee the biodiversity.

Key words:optimal harvesting strategy; stochastic mutualism model; persistence and extinct; ergodicity; It觝
formula
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