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摘摇 要:考虑系统有限时间稳定与执行器饱和的问题,针对具有输入饱和的中立稳定多智能体系统的有限

时间广义一致问题,设计了二种分别适用于无领导者和领导-跟随情况下的分布式非光滑控制算法;该算法

利用智能体间的局部通信,驱使智能体间达成有限时间广义一致;通过 Lyapunov 有限时间稳定理论、LaSalle
不变集原理、不等式放缩及矩阵知识得出了系统实现全局有限时间广义一致的充分条件和系统收敛时间的

范围;通过研究发现:具有输入饱和的中立稳定多智能体系统的收敛时间与控制参数、智能体间的通信关系、
广义映射函数及饱和上界有关;最后,通过数值仿真进一步验证了理论结果的正确性及有效性。
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0摇 引摇 言

近年来,多智能体系统的协调控制受到了广大

科研人员的关注[1-3],特别是一致性问题。 利用多

智能体系统的一致性算法能解决智能电网的经济调

度、动态负载平衡问题[4]。 在多智能体网络中,单
个智能体通过某个协议与系统中的其他智能体达成

共识,即智能体的状态收敛于相同的值[5](一致值

或群体决策值)。 在目前的多智能体系统协调控制

领域中,研究者大多采用分布式控制协议,因为相比

于传统的集中式控制协议,分布式控制策略具有所

用信息量少、协作性好、灵活性高等优点[6]。
许多学者对多智能体系统的一致性问题进行了

研究,并进行了深入的讨论。 文献[1]考虑如何提

高智能体通信质量(降低通信量、提高通信信息利

用率)的问题,设计了基于事件触发分布式控制协

议;文献[3]研究了具有非线性动态和不确定扰动

的多智能体系统一致性问题,设计了可以避免芝诺

行为的分布式事件触发控制协议。 但是多智能体系

统在工业应用中却受到各种物理条件的限制,其中

最常见的物理执行器具有饱和的特点(执行器工作

范围的限制),比如电机的输出功率、转速等往往是

有界的,若不考虑执行器饱和的特性,则可能会降低

系统控制性能,从而导致系统不稳定。 因此,考虑执

行器饱和存在的情况十分必要。 在文献[7]中, 提

出了饱和受限的中立稳定无领导者多智能体系统的

一致性算法。
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在多智能体分布式控制中,高精度是评价一致

性好坏的重要标准之一。 在实际应用中,很多控制

精度较高的系统,往往需要系统收敛的时间很短,这
就导致了对有限时间一致性的探索。 有限时间一致

性是指各智能体在有限的时间内达到一个共同的状

态。 基于文献[7]、文献[8]设计了饱和受限的中立

稳定多智能体系统有限时间一致性算法。 这里不仅

考虑了无领导者在无向拓扑图下的有限时间一致性

问题,还考虑了领导-跟随多智能体系统在有向拓

扑图下的有限时间一致性问题。
以上文献考虑的是多智能体系统完全一致性问

题,实际上同步问题可以分为完全同步、广义同步和

滞后同步[9]。 广义同步即是在响应系统与驱动系

统间建立一个函数关系。 相比完全同步,广义同步

具有更多的应用[10],如混沌系统的保密通信等。
基于上述文献的启发,考虑多智能体系统有限

时间广义一致性问题是具有意义的。 一方面,关于

有限时间一致性的研究中饱和约束很少被考虑,另
外一方面,目前很少有多智能体系统的有限时间广

义一致的结果。 本文的主要贡献如下:
1) 考虑了输入饱和约束的中立稳定多智能体

系统的有限时间广义一致问题,相比较于文献[8],
将完全一致问题转化为广义一致问题,丰富了文献

[8]的研究。
2) 针对无领导者和领导-跟随二种情况提出了

非光滑控制算法,并通过有限时间 Lyapunov 稳定理

论、LaSalle 不变集原理和不等式放缩、图论知识证

明了在该控制算法下能实现有限时间广义一致,并
得到了二种情况下的系统收敛时间的范围。

1摇 预备知识

1郾 1摇 符号说明

RN伊N是 N伊N 维的实数矩阵,IN 代表 N伊N 维的

单位矩阵,IN 代表由 N 个 1 组成的 N 维列向量,Re
代表实部。 给定一个矩阵 A,AT 代表它的转置;
rank(A)表示矩阵 A 的秩;椰A椰代表 A 的范数;茚
代表克罗内克积;D = diag(A1,A2,…,AN)是准对角

矩阵;定义 sig( v)琢 = sign( v) v 琢,其中 琢沂(0,1),

sign(v)是一个符号函数,且满足
d
dv v 琢+1 = (琢+1)

sig(v) 琢, d
dvsig(v)

琢+1 = (琢+1) v 琢;啄滋:R寅R 被定义

为啄滋(v)= sign( v)·min{ v ,滋},其中 滋 是饱和上

界。 为了简化公式表达,引入以下符号:
x = x1 , x2 ,…, x[ ]n

T

x 琢 = x1
琢, x2

琢,…, xn[ ]琢 T

sig(x) 琢 = sig(x1) 琢,…,sig(xn)[ ]琢 T

啄滋(x)= 啄滋(x1),啄滋(x2),…,啄滋(xn[ ]) T

h(xi)= h(xi1),h(xi2),…,h(xin[ ]) T

1郾 2摇 图论知识

拥有 N 个智能体的多智能体系统可以用无向图

G=(V,E,A)来表示,其中 V = {v1,v2,…,vN}表示节

点的集合,E=V伊V 表示边的集合,A = (aij)沂RN伊N表

示邻接矩阵。 如果( j,i)沂E,则 aij>0,否则 aij =0。 本

文中,假设 aij =a ji且 aii = 0;Ni = { j沂V:( j,i)沂E}是
图 G 中节点 i 的邻居所组成的集合。 L = ( lij) N伊N是

图的拉普拉斯矩阵,且当 i屹j 时,lij = -aij;当 i = j 时,

lii = 移
N

j = 1,j屹i
aij 。

1郾 3摇 问题描述

考虑带有 N 个节点的中立稳定多智能体系统:
x·i =Axi+B啄滋(ui),i=1,2,…,N (1)

其中 xi沂Rn 代表第 i 个智能体的状态,ui沂Rm 代表

第 i 个智能体的理想输入信号。
注 1摇 由于式(1)是中立稳定的,因此所有 A 的

特征值满足 Re(姿 i)臆0,且 Re(姿 i)= 0 时,其几何重

数等于代数重数。
定义 1摇 如果对于任何初始状态,存在标量 T>

0,使得 lim
t寅T

椰h( xi) -h( xj)椰 = 0 且 t>T,h( xi ) =

h(xj),则式(1)能达到有限时间广义一致。
如果 h(xi) = Pxi +Q,其中 P沂Rn伊n,Q沂Rn,则

称式(1)能实现线性广义一致。
在给出主要结果之前,给出了一些假设和引理。
假设 1摇 拓扑图是可连通的。
引理 1[8] 摇 令 vi沂R,vi>0,0<p<1,i=1,2,…,n,有

(移
n

i = 1
vi)

p
臆 移

n

i = 1
vi p

引理 2[8] 摇 假设 x=0 是 x·= f(x)的平衡点且 U
奂Rn 是包含 x = 0 的领域,如果存在连续可微的函

数 V:U寅R 满足:
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(1) V 正定。
(2) 存在 c>0,琢沂(0,1),存在开邻域 U0奂U

使得 V
·
+cV琢臆0,x沂U0 { }\ 0 。

则系统能达到有限时间稳定,而且 U0 =U=Rn 以

及 V(x)是径向无界的函数,则系统能达到全局有

限时间稳定。

2摇 主要结果

2郾 1摇 无领导者情形

在本节中,提出了一个分布式一致性算法来解

决无向图下无领导者多智能体系统的有限时间广义

一致性问题。
对于式(1),存在一个非奇异线性变换 xi =Wzi,

使得系统式(1)变成如下形式:
z·i =軒Azi+軒B啄滋(ui) (2)

其中:軒A=W-1AW = diag{Ac,As},Ac沂Rn1伊n1 是

反对称矩阵,即 Ac+Ac
T =0,As沂Rn2伊n2是赫尔维茨矩

阵;軌B=W-1B=[Bc
T;Bs

T]T,其中 Bc沂Rn1伊m,Bs沂Rn2伊m,
zi =[zic T;zis T] T。

有限时间广义一致控制算法设计如下:

ui = -啄滋(sig((P1PW軒B) T 移
N

j = 1
aij(h(xi) - h(xj))) 琢)

(3)
其中:琢沂(0,1),h(xi)= Pxi+Q,P1 是正定矩阵。

定理 1摇 对于在无向拓扑下具有 N 个节点的无

领导者的多智能体系统式(1),当满足以下 3 个条

件时,有
(PW) TP1(PW)= diag{Ic,P3} (4)

P3As+As
TP3<0 (5)

rank(P1PW軒B) T =n (6)
在控制算法式(3)下,式(1)可实现全局有限时

间广义一致。
证明摇 考虑如下的 Lyapunov 函数:

V = 1
2 移

N

i = 1
移
N

j = 1
aij (h(xi)-h(xj)) TP1(h(xi)-h(xj))

(7)
容易得到 V 是径向无界的函数,将式(7)对时间求

导可得

V
·
= 移

N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zi-zj) T(PW) TP1(PW)(軒A(zi-zj))+

2移
N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zi-zj)T(PW)TP1(PW)(軌B(啄滋(ui)))

(8)
根据式(4),式(8)的第一项可变为

移
N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zi-zj) T(PW) TP1(PW)(軒A(zi-zj))=

1
2 移

N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zic-zjc) T(Ac+Ac

T)(zic-zjc)+

1
2 移

N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zis-zjs) T(P3As+As

TP3)(zis-zjs)=

1
2 移

N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zis-zjs) T(P3As+As

TP3)(zis-zjs)<0

根据式(5)可以得到最后一个不等式。
式(8)的第二项,可化为

2移
N

i = 1
移
N

j = 1
aij (zi-zj) T(PW) TP1(PW)(軒B(啄滋(ui)))=

- 2移
N

i = 1
((P1PW軒B) T 移

N

j = 1
aij (h(xi)-h(xj))) T伊

(啄滋(sig(P1PW軒B) T 移
N

j = 1
aij (h(xi)-h(xj))))臆0

因为对坌着沂R,有 着啄滋(着)逸0,所以最后一步

成立。 因此 V
·

= 0, 当且仅当 移
N

j = 1
aij ( P1PW軒B) T

(h(xi)-h(xj)) = 0。 由于式(6)成立,即 h( xi) =
h(xj),显然,式(2)实现了广义一致,由 LaSalle 不

变集原理知道,式(2)是渐近稳定的。
接下来,证明式(2)会在有限时间内收敛。 当

式(2)饱和未发生时,有

椰(P1PW軒B) T(h(xi)-h(xj))椰<滋
1
琢

注意到

V
·
臆 - 2移

N

i = 1
酌i

Tsig(酌i) 琢 =

- 2移
N

i = 1
酌i

T 酌i
琢 =

- 2移
Nn

i = 1
酌̂i

琢+1

其中:酌i =(P1PW軒B) T(h(xi)-h(xj)),酌=[酌1
T,

酌2
T,…,酌N

T] T,也可表述为 酌= [ 酌̂1, 酌̂2,…, 酌̂Nn] T,
酌̂i沂R。

令误差 ei = 移
j沂Ni

aij (h(xi)-h(xj)),那么 e = (L

茚 P ) x, 从 而 酌T酌 = eT (( LTL ) 茚 ( P1PW軒B )

(PW軒B) TP1)。 由于 V 是连续函数,因此在达到一致
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之前,酌屹0。 假设 酌屹0 且令 专 = { 孜沂RN伊n:孜T孜 =

1}。 值得注意的是,当 T<T 时,浊1 = mine沂专,t沂[0,T]

酌T酌>0,因此,酌T酌逸浊1eTe。
结合式(7)可以得到:

V= eT(L茚P1)e臆

姿max(L茚P1)eTe臆

浊1
-1椰L茚P1椰酌T酌=

浊1
-1椰L 茚 P1椰移

Nn

i = 1
酌̂i

2

通过式(7)及引理 1,有

V
琢+1
2 臆 (浊1

-1椰L 茚 P1椰移
Nn

i = 1
酌̂i

2)
琢 +1
2 臆

(浊1
-1椰L 茚 P1椰)

琢+1
2 移

Nn

i = 1
酌̂i

琢+1

令 子=2(浊1
-1椰L茚P1椰) -琢+12 >0,有 V

·
+子V

琢+1
2 <0。

由引理 2 可知式(2)可实现有限时间全局广义

一致。 从而根据 V
1-琢
2 臆V( t0)

1-琢
2 -子 1-琢

2 ( t-t0),得到

当 t > t* = 2
子(1-琢) V( t0)

1-琢
2 +子 1-琢

2 tæ

è
ç

ö

ø
÷0 , 误差 ei =

移
j沂Ni

aij(h(xi) - h(xj)) 最终会收敛到 0。 因此无领

导者的多智能体式(2)在式(4)—式(6)满足时,利
用设计的控制算法式(3)可以实现有限时间广义一

致。 间接证明无领导多智能体式 (1) 在式 (4)—
式(6)成立时,控制算法式(3)可以实现有限时间广

义一致。
注 2摇 如果 P= I,则控制算法式(3)可以解决系

统式(1)在无向图下的有限时间一致性问题。

2郾 2摇 领导者-跟随者情形

考虑一个由标记为 0 到 N-1 的智能体组成的

多智能体系统,其中 0 是领导者,其余都是跟随者。
根据假设 1,定义拓扑图的拉普拉斯矩阵为 L =

0 L2

L2 L
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1

,其中 L1 是可逆的。

对于系统式(1),存在非奇异的线性变换 zi =

W-1(xi-x0),i=1,2,…,N-1,使得系统式(1)化为

z·0 =軒Az0+軒Bu0

z·i =軒Azi+軒B(啄滋(ui)-啄滋(u0)),i=1,2,…,N{ -1

(9)

其中:軒A,軒B 和式(2)中的定义相同,u0 是领导者

的输入,满足椰u0椰臆资<滋。
对跟随者 i=1,2,…,N-1,设计如下的控制算法:

ui =- 啄 驻(sig((P1PW軒B) T移
N-1

j = 0
aij(h(xi) -

h(xj))) 琢) + u0 (10)
其中:驻+资臆滋。 因此满足椰ui椰臆滋,系统式(9)可
表述为下面的通式:

z
·

m =(IN-1茚軒A)zm+(IN-1茚軒B)u

其中:u = [(u1 -u0) T,…,(uN-1 -u0) T] T,zm = [ z1 T,

…,zN-1
T] T。

定理 2摇 在无向拓扑下具有 N 个智能体的领导

-跟踪多智能体系统式(9),当满足以下条件时:
軒APW=PW軒A (11)

P1
軒A=

Ac

P3A
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

s

(12)

所设计的算法式(10)可以实现全局有限时间广义

一致。

证明摇 令误差 ei = 移
N-1

j = 0
aij (h(xi)-h(xj)),i=1,

…,N-1,e=[y1
T,y2

T,…,yN-1
T] T,则

e=(L1茚PW)zm
由于条件式(11)是成立的,因此对时间求导可得:

e·=(IN-1茚軒A)e+(L1茚軒B)u
结合式(10),有

U= -啄驻(sig((IN-1茚(P1PW軒B) T)e) 琢)
选取 Lyapunov 函数

V= eT(L1
-1茚P1)e

对时间求导可得:

V
·
=2eT(L1

-1茚P1
軒A)e+2eT(IN-1茚(P1PW軒B))啄驻(U)

由于条件式(12)成立,可化为

V
·
= es

T(L1
-1茚(P3

軒As+軒As
TP3))es-

2((IN-1茚(P1PW軒B) T)e) T伊

啄驻(sig((IN-1茚(P1PW軒B) T)e) 琢)臆0

由此可以得到 V
·
=0,当且仅当 e=0,即 h(xi)=

h(x0),领导-跟随多智能体系统式(9)实现了广义

一致。 由 LaSalle 不变集原理知道,领导-跟随多智

能体系统(9)是渐近稳定的。
接下来将证明系统有限时间收敛。 当饱和未发
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生时,有:

椰(P1PW軒B) T移
N-1

j = 0
aij(h(xi) - h(xj))椰 < 驻

1
琢

那么

V
·

臆- 2軇eTsig(軇e) 琢 = - 2 移
(N-1)n

i = 1
êi 琢+1

其中:軇e = ( IN-1 茚(P1PW軒B) T) e,令 軇e = [ ê1,…,

ê(N-1)n] T,êi沂R 且 軇eT軇e逸浊2eTe,浊2 =mine沂专
軇eT軇e,因此

V= eT(L1
-1茚P1)e臆姿max(L1

-1茚P1)eTe臆

姿max(L1
-1 茚 P1)
浊

æ
è
ç

ö
ø
÷

2
移

(N-1)n

i = 1
êi 2

从而得到:

V
琢 +1
2 臆 姿max(L1

-1 茚 P1)
浊

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

琢 +1
2 移

(N-1)n

i = 1
êi 琢 +1

令 子= 2 姿max(L1
-1茚P1)
浊

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-(琢+1)
2

>0,有 V
·
+子V

琢+1
2 <

0, 根 据 引 理 2 可 知, 当 t > t* = 2
子(1-琢)

V( t0)
1-琢
2 +子 1-琢

2 tæ

è
ç

ö

ø
÷0 时,系统式(9)可以实现有限时

间全局广义一致,则原系统式(1)也可以实现有限

时间广义一致。

3摇 数值仿真

在这节中,给出两个例子来验证上述理论结果

的正确性和有效性。
例 1摇 考虑无领导者的多智能体系统,其拓扑

图如图 1 所示,显然假设 1 是满足的,系统式(1)的

动态方程为 x
·

i =Axi+B啄滋(ui),其中

A=
2 -3 1
1 -2 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú5 -5 -1
,B=

2 5
1 5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú3 4

因为 A 的特征值为 2i,-2i,所以系统式(1)是

中立稳定的,选择非奇异矩阵 W =
0 2 1
-1 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1 2 0
,则

軒A =
0 -2 0
2 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 -1
,軒B =

1 0
1 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 1
。 选择 P = W-1 =

1 -1 0

- 1
2

1
2 - 1

2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú2 -1 -1

,P1 = P3 = I3,显然式(4)—式(6)

是满足的。 给定饱和上界 滋 = 2,控制参数 琢 = 0郾 6,
图 2 给出了误差 ei 随时间的变化,可以看出误差最

终是趋于 0 的,由定义 1 可知无领导者多智能体系

统式(1)实现了有限时间广义一致。
例 2摇 考虑一个领导-跟随多智能体系统式(1),

拓扑图如图 3 所示,显然假设 1 是满足的。 图 3 的

拉普 拉 斯 矩 阵 为 L =

1 -1 0 0 0
-1 3 -1 -1 0
0 -1 3 -1 -1
0 -1 -1 3 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 -1 -1 2

,

其中,L1 =

3 -1 -1 0
-1 3 -1 -1
-1 -1 3 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 -1 -1 2

,L1 的特征值为 0郾 186 4,

2郾 470 7,4郾 000 0,4郾 342 9,表明 L1 是可逆的。 系统

的动态为 x·i =Axi+B啄滋(ui),其中

A=
-0郾 400 0 0郾 533 3 -1郾 333 3
-0郾 266 7 0郾 133 3 -1郾 333 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0郾 133 3 0郾 266 7 -0郾 666 7
,B=

-1æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3
2

。

选择非奇异矩阵 W =
1 2 2
0 1 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1 0 1
,使得 軒A =

-0郾 4 0郾 8 0
-0郾 8 -0郾 4 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 -0郾 1
,軒B=

1æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0
0

。

由于 A 的特征值为-0郾 321 8+0郾 714 1i,-0郾 289 7,
-0郾 321 8-0郾 714 1i,则系统式(1)是中立稳定的。

选择 P1 = I3,P =
-0郾 833 0郾 667 0郾 333

0 -0郾 5 1
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú3郾 33 -6郾 667 -3郾 33
,

容易得到式(11) (12) 是成立的,给定饱和上界

滋= 4,控制参数 驻 = 3,琢 = 0郾 6,给出领导者的控制

u1 = sin t,图 4 给出了误差 ei 随时间的变化,领导-
跟随多智能体系统式(1)最终能实现有限时间广

义一致。
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图 1摇 无领导者情形下的拓扑图

Fig. 1摇 Communication topology without leader

图 2摇 无领导者系统的误差 ei 演化图

Fig. 2摇 Error variation of ei in the case of leaderless

图 3摇 领导-跟随者系统的通信拓扑图

Fig. 3摇 Communication topology of leader-following system

图 4摇 领导-跟随者系统的误差 ei 演化图

Fig. 4摇 Error variation of ei about the

leader-following system

4摇 结摇 论

研究了饱和受限的中立稳定多智能体系统的有

限时间广义一致性问题。 对于无领导者和领导-跟
随两种情形,分别设计了相应的非光滑分布式控制

算法,以实现无向拓扑图下的有限时间广义一致。
通过有限时间 Lyapunov 稳定理论、不等式放缩、图
论知识及 LaSalle 不变集原理证明了无领导者多智

能体系统在式(4)—式(6)满足的情况下,所提出的

控制算法式(3)能实现有限时间广义一致。 在领导

-跟随情况下,运用跟无领导情形下相同的分析方

法证明了在式(11) (12)下,领导-跟随多智能体系

统在控制算法式(10)下能实现有限时间广义一致,并
且结合有限时间 Lyapunov 稳定理论和不等式放缩技

巧,得出当时间 t>t* = 2
子(1-琢) V(t0)

1-琢
2 +子 1-琢

2 tæ

è
ç

ö

ø
÷0 时,

系统会收敛。 由此可知,系统收敛时间与控制参数、
智能体间的通信关系、广义映射函数及饱和上界有

关。 最后,通过数值仿真验证了理论结果的正确性。
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Finite-time Generalized Consensus of Neutrally Stable Multi-agent
Systems with Input Saturation Constraints

YUAN Yi-yun1 , WANG Hui1 , CAO Rui2 , WANG Xia1 , HAN Qi3**

(1. School of Mathematical Science, Chongqing Normal University, Chongqing 401331,China;
2. School of Electrical Engineering, Chongqing University of Science and Technology,

Chongqing 401331,China; 3. School of Intelligent Technology and Engineering, Chongqing University
of Science and Technology, Chongqing 401331,China)

Abstract:Considering the finite - time stability and actuator saturation of the system, two distributed non -
smooth control algorithms are designed for the finite-time generalized consensus problem of neutral stable multi-
agent system with input saturation under the situation of leaderless and leader following respectively. The algorithm
uses local communication between agents to drive agents to reach finite - time generalized consensus. Based on
Lyapunov finite-time stability theory, LaSalle invariant set principle, inequality expansion and reduction and matrix
knowledge, the sufficient conditions for the multi-agent system to achieve global finite-time generalized consensus
and the range of system convergence time are obtained. It is found that the convergence time of the neutral stable
multi- agent system with input saturation is related to the control parameters, the communication relationship
between agents, the generalized mapping function and the upper bound of saturation function. Finally, numerical
simulations verify the correctness and validity of the theoretical results.

Key words:multi-agent system; neutrally stable; saturation constraint; finite-time generalized consensus
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