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摘摇 要:共轭梯度法因为其迭代简单和低存储等特点,在工程问题、金融模型等许多实际领域中得到广

泛的应用;针对大规模无约束优化问题,提出了一类混合的 DL-WYL 共轭梯度法———LHSDL 方法,它可以

看作是一类修正的 DL 共轭梯度法,即利用一个数值效果和理论结果均良好的 Wei-Yao-Liu 型共轭梯度法

的共轭参数去修正 DL 共轭梯度法的第一项;它也可以看作是一类修正的 WYL 共轭梯度法,通过添加 DL 共

轭梯度法的第二项,使该方法可能含有一些 Hessian 信息。 LHSDL 方法相对于 DL 方法具有一个较好的性

质,即在强 Wolfe 线搜索条件下具有充分下降性,并且理论证明了 LHSDL 方法对于一般函数具有全局收敛

性;数值实验是在 CUTEr 集的一组无约束优化测试问题上进行的,由 Dolan 和 Mor佴 的性能曲线图表明:

LHSDL 方法略优于 DK+方法和 MNVHS 方法。
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0摇 引摇 言

考虑无约束优化问题:

min f(x),x沂Rn (1)

其中,f:Rn寅R 是连续可微的。

共轭梯度法在求解问题式(1)中起着重要的作

用,它的一般迭代格式如下:

xk+1 =xk+琢kdk (2)

dk =
-gk,k=0

-gk+茁kdk-1,k逸
{ 1

(3)

其中 gk =荦f(xk),茁k 是共轭参数,琢k 是步长,本文

采用强 Wolfe 条件式(4)(5)计算 琢k:

f(xk+琢kdk)臆f(xk)+啄琢kgT
k dk (4)

g(xk+琢kdk) Tdk 臆-滓gT
k dk (5)

其中 0<啄<滓<1,dk 表示搜索方向。

茁k 的不同代表不同的方法,经典的共轭梯度法

为 HS[1],PRP[2],DY[3]方法,其 茁k 分别为

茁HS
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

,茁PRP
k =

gT
k yk-1

gk-1
2,茁

DY
k =

gk
2

dT
k-1yk-1

其中 · 表示 Euclidean 范数,yk-1 =gk-gk-1。

2001 年,Dai 和 Liao[4] 提出了一个新的共轭梯

度法,其共轭参数 茁DL
k 为

茁DL
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-t
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

则有:

茁DL
k =茁HS

k -t
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

其中常数 t>0,sk-1 =xk-xk-1。

2006 年,Wei 等[5] 提出了一类 WYL 型共轭梯
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度法,共轭参数 茁WYL
k 如下:

茁WYL
k =

gT
k gk-

gk

gk-1
gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

gk-1
2

2012 年,Dai[6] 提出了一类修正的 WYL 共轭梯

度法,其共轭参数 茁k 为

茁k =
gk

2-
gk

gk-1
gT
k gk-1

dT
k-1yk-1+滋 gT

k dk-1

其中 滋>2。
2016 年,Du 等[7] 提出了一类 HS 方法的变型,

简称为 NVHS 方法,茁NVHS
k 如下所示:

茁NVHS
k =

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1yk-1

2018 年,陈[8] 提出了一类修正的 NVHS 方法,
简称为 MNVHS 方法,茁MNVHS

k 为

茁MNVHS
k =

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

max{滋 gT
k dk-1 ,dT

k-1yk-1}
其中 滋>2。

1摇 一类修正的 LHSDL 共轭梯度法

2015 年,马[9]提出一类 DLVHS 共轭梯度方法,
其共轭参数 茁DLVHS

k 为

茁DLVHS
k =

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1yk-1

-t
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

其中 t>0,更多类似方法请参见文献[10-12]。
2019 年,谢[13] 提出了一类新的 DL 共轭梯度

法,简称为 JHSDL 方法,茁JHSDL
k 如下所示:

茁JHSDL
k =

gk
2-

gk

gk-1
gT
k gk-1

max{滋 gT
k dk-1 ,dT

k-1yk-1}
-t

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

其中 滋>2。
受文献[6 -13]的启发,本文提出一类混合的

DL-WYL 共轭梯度法,共轭参数 茁LHSDL
k 如下:

茁LHSDL
k =

gk
2-

gk

gk-1
gT
k gk-1

dT
k-1yk-1+滋 gT

k dk-1
-t

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

(6)

其中参数 滋>2,当 滋=0 时,式(6)变为文献[9]中的

茁DLVHS
k 公式。 将式(2)(3)和式(6)组成的共轭梯度

法称为 LHSDL 方法。

2摇 LHSDL 算法

初始步 摇 给定初始值 x0 沂Rn,置 k: = 0,d0 =

-g0,着>0。 如果 g0 臆着,则停止;
第一步 摇 计算步长 琢k >0,使其满足式(4)和

式(5)。
第二步摇 计算 xk+1 =xk+琢kdk,如果 gk+1 臆着,则

停止。
第三步摇 计算式(6)的 茁LHSDL

k 和式(3)的 dk。
第四步摇 置 k= k+1,转第一步。

3摇 收敛性

首先做如下两个基本假设:
假设 A摇 水平集 L = {x沂Rn:f(x)臆f(x0)}有

界,其中 x0 为算法的初始点。 即存在一个常数 B>
0,使得

x 臆B,坌x沂L (7)
假设 B摇 目标函数 f(x)在 L 的 N 邻域内连续

可微,且梯度是 Lipschitz 连续的,即坌x,y沂N,存在

g(x)-g(y) 臆L x-y (8)

如果目标函数 f(x)满足假设 A,则存在常数酌>
0,使得

g(x) 臆酌
-
,坌x沂L (9)

下面证明由 LHSDL 方法产生的搜索方向 dk 是

充分下降的,即
gT
k dk臆-c gk

2,坌k逸0,c>0
引理 1摇 如下不等式(10)成立

0臆gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 臆2 gk

2 (10)

0臆gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 臆2 gk gk-gk-1 (11)

证明摇 首先

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 = gk

2-
gT
k gk-1 gT

k gk-1

gk-1
2

92
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由 Cauchy-Schwarz 不等式可得:

gk
2-

gT
k gk-1 gT

k gk-1

gk-1
2 逸 gk

2-
gk

2 gk-1
2

gk-1
2 =0

gk
2-

gT
k gk-1 gT

k gk-1

gk-1
2 臆 gk

2+
gk

2 gk-1
2

gk-1
2 =2 gk

2

综上可知,式(10)成立,式(11)的详细证明请

参见文献[7]。
引理 2摇 考虑形如式(2)(3)和式(6)的 LHSDL

方法,其中 琢k 由强 Wolfe 条件计算所得,且 0 <滓<
1
3 ,滋>2,则对任意的 k逸1,有

gT
k dk臆

-1+3滓
1-滓 gk

2 (12)

证明摇 当 k=0 时,d0 = -g0,则

gT
0d0 = - g0

2臆-1+3滓
1-滓 g0

2

假设对 k-1,gT
k-1dk-1臆

-1+3滓
1-滓 gk-1

2 成立,则

gT
k dk = - gk

2+茁LHSDL
k gT

k dk-1 =

- gk
2+

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1yk-1+滋 gT

k dk-1
gT
k dk-1-t

琢k(gT
k dk-1) 2

dT
k-1yk-1

由强 Wolfe 条件式(5)可得

dT
k-1yk-1逸(滓-1)gT

k-1dk-1>0
意味着

t
琢k(gT

k dk-1) 2

dT
k-1yk-1

>0

因此

gT
k dk臆- gk

2+
gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1yk-1+滋 gT

k dk-1
gT
k dk-1臆

- gk
2+

2 gk
2

dT
k-1yk-1

gT
k dk-1臆 -1+2

-滓gT
k-1dk-1

dT
k-1yk

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
gk

2臆

-1+2
-滓gT

k-1dk-1

(滓-1)gT
k-1dk

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
gk

2臆-1+3滓
1-滓 gk

2

令 c= -1+3滓
1-滓 ,因为 0<滓< 1

3 ,故 c<0 满足充分下

降性。 综上,结论得证。
性质 1[14] 摇 考虑形如式(2)和式(3)的共轭梯

度法,假设存在常数 酌,酌有

0<酌臆 gk 臆酌,坌k>0 (13)

如果存在 b>1 和 姿>0,对任意的 k 都有 茁k 臆

b,以及 sk-1 臆姿圯 茁k 臆 1
2b成立,则称该共轭梯度

法具有性质 1。

引理 3摇 假设 A,B 成立,考虑形如式(2)(3)和

式(6)的 LHSDL 方法,琢k 由强 Wolfe 条件计算所

得,则 LHSDL 方法具有性质 1。

证明摇 由式(5)可得,

dT
k-1yk-1逸(滓-1)gT

k-1dk-1逸(1-滓)c酌2

其中 c= -1+3滓
1-滓 ,由引理 1,式(7)和式(8)可得

茁LHSDL
k 臆

2 gk gk-gk-1

dT
k-1yk-1 +滋 gT

k dk-1
+t

gk sk-1
dT
k-1yk-1

臆

gk (2L sk-1 )
c(1-滓) gk-1

2 +t
gk sk-1

c(1-滓) gk-1
2臆

2(2L+t)酌B
酌2c(1-滓)

设 b:=2(2L+t)酌B
(1-滓)c酌2 ,因此 茁LHSDL

k 臆b。

又 设 姿: = (1-滓)c酌2

2b(2L+t)酌
, 则 茁LHSDL

k 臆

sk-1 (2L+t)酌
(1-滓)c酌2 < 1

2b,因此 LHSDL 方法具有性质 1。

对于非线性共轭梯度法,Dai 等[15] 提出了以下

一般性结论。

引理 4摇 假设 A,B 成立,考虑形如式(2)(3)的

共轭梯度法,其中 dk 是一个下降方向, 琢k 由强

Wolfe 条件计算所得。 若

移
k逸1

1
dk

2 = 肄 (14)

则有

liminf
x寅肄

gk =0

引理 5摇 假设 A,B 成立,考虑形如式(2)(3)和

式(6)的 LHSDL 方法,琢k 由强 Wolfe 条件计算所

得,其中 0<滓< 1
3 。 如果存在 酌>0,使得

gk 逸酌,坌k逸1

则 dk屹0 且

移
k逸2

uk-uk-1
2<+肄

其中 uk =
dk

dk
。

03
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证明 摇 假设 dk 屹0,否则充分下降性条件式

(12)不成立,故 uk 的定义是有意义的。 此外,由引

理 4 和式(13),有

移
k逸1

1
dk

2 < 肄

将 茁LHSDL
k 分为如下两部分:

茁LHSDL
k =茁1

k+茁2
k

其中

茁1
k =

gT
k gk-

gT
k gk-1

gk-1
2 gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1yk-1+滋 gT

k dk-1

茁2
k = -t

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

特别地,定义

棕k:=
vk

dk
,啄k:=茁1

k
dk-1

dk
(15)

其中 vk = -gk+茁2
kdk-1。

由 dk = -gk+茁LHSDL
k dk-1,对任意的 k逸2,有

uk =棕k+啄kuk-1 (16)

根据 uk = uk-1 =1 和式(15)可得

棕k = uk-啄kuk-1 = 啄kuk-uk-1

由 啄k逸0 和式(16),则

uk-uk-1 臆 (1+啄k)uk-(1+啄k)uk-1 臆

uk-啄kuk-1 + 啄kuk-uk-1 =2 棕k

根据强 Wolfe 条件式(5)可得

dT
k-1yk-1逸(滓-1)gT

k-1dk-1 (17)
因此

gT
k dk-1

dT
k-1yk-1

臆 滓
1-滓

再由 vk 的定义,式(7),式(9)和式(17)可得

vk 臆 gk +t
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

dk-1 臆

gk +t
gT
k dk-1

dT
k-1yk-1

sk-1 臆酌+2t 滓
1-滓B

因此

移
k逸1

uk - uk-1
2 臆 移

k逸1
4 棕 k

2 臆4移
k逸1

v2
k

dk
2 臆

4 酌 + 2t 滓
1 - 滓( )B

2

移
k逸1

1
dk

2 < 肄

证毕。

设 N*为正整数集合,由 姿>0 以及正整数 驻,记
K姿

k,驻:={ i沂N*:k臆i臆k+驻-1, sk-1 >姿}

令 K姿
k,驻 表示 K姿

k,驻中元素的个数,由性质 1 可

以证明以下引理。
引理 6摇 假设 A,B 成立,考虑形如式(2)(3)和

式(6)的 LHSDL 方法,琢k 由强 Wolfe 条件计算所

得,其中 0<滓< 1
3 。 如果式(17)成立,存在 姿>0 使得

对任意 驻沂N*和任意 k0,存在 k逸k0,有

K姿
k,驻 > 驻

2
具体的证明过程可参考文献[4]和[14],因此

这里省略证明过程。
引理 7摇 假设 A,B 成立,考虑形如式(2)(3)和

式(6)的 LHSDL 方法,琢k 由强 Wolfe 条件式计算所

得,其中 0<滓< 1
3 ,则

liminf
x寅肄

gk =0

证明摇 反证法,假设liminf
x寅肄

gk >0,则对所有的

k,存在一个常数 酌>0,使得 gk 逸酌。 因此引理 5 和

引理 6 成立。

定义 uk =
dk

dk
,对任意指标 l,k,其中 l逸k,有

xl - xk-1 = 移
l

i = k
xi - xi -1 =

移
l

i = k
琢 i -1di -1 = 移

l

i = k
ui -1 si -1 =

移
l

i = k
sk-1 uk-1 + 移

l

i = k
sk-1 (ui -1 - uk-1)

由式(7)式和 uk =1,有

移
l

i = k
sk-1 臆 xl - xk-1 + 移

l

i = k
sk-1 ui -1 - uk-1 臆

2B + 移
l

i = k
sk-1 ui -1 - uk-1 (18)

设 姿>0 由引理 6 给出,定义 驻: = 8B
姿 ,其中

· 表示向上取整函数,即最小的整数不少于
8B
姿 。

由引理 5,存在指标 k0逸1,使得

移
k逸1

uk - uk-1
2 臆 1

4驻 (19)

对于这样的 驻 和 k0,引理 5 给出的指标 k逸k0,

13
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使得

K姿
k,驻 > 驻

2 (20)

对任意指标 i沂[k,k+驻-1],由 Cauchy-Schwarz
不等式和式(19)可得:

ui -1 - uk-1 臆 移
i -1

j = k
u j - u j -1 臆

( i - k)
1
2 移

i -1

j = k
u j - u j -1

( )2
1
2 臆

驻
1
2 1

4( )驻

1
2
= 1

2

由式(19)和式(20),其中 l= k+驻-1,可得

2B 逸 1
2 移

k+驻-1

i = k
si -1 > 姿

2 K姿
k,驻 > 姿驻

4

这与 驻逸8B
姿 矛盾,故假设不成立。

4摇 数值实验

Dai 和 Kou[16]在 2013 年提出一个共轭参数:

茁DK
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-
yk-1

2

sTk-1yk-1

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

以及截断形式:

茁DK+
k =max 茁DK

k ,浊
gT
k dk-1

dk-1
{ }2

将 LHSDL 方法分别与 DK+方法和 MNVHS 方

法进行数值结果比较。 在强 Wolfe 线搜索条件下选

取文献[17]中的 87 个测试问题进行验证。 参数

啄=0郾 01,滓 = 0郾 1,算法的测试环境为 Matlab2012a,
联想 Windows10 操作系统,Intel(R) Core(TM) i5-
8250U CPU @ 1郾 60 GHz 1郾 80 GHz,RAM 4郾 00 GB
内存。

DK + 方 法 中 参 数 浊 = 0郾 5; LHSDL 方 法 和

MNVHS 方法中选取 滋 = 2; LHSDL 方法中选取 滋 =
2,t=0郾 01。 当下面 3 种情形之一发生时,算法将会

终止:( i) gk 肄 臆10-6; ( ii) 迭代次数 NI>50 000;
(iii)Tcpu>300。 如果终止准则(ii)(iii)满足时,则称

该方法失败,并标记为“—冶。
数值结果见表 1,其中 Time 表示所耗费的 CPU 时

间(单位:s),NI 表示方法的迭代次数,NF 表示方法的

函数计算次数,NG 表示方法的梯度计算次数。

表 1摇 数值结果

Table 1摇 Numerical results

DK+ MNVHS LHSDL

Time / s 1郾 000 0 0郾 921 0 0郾 912 0

NI 1郾 000 0 1郾 012 3 0郾 997 8

NF 1郾 000 0 0郾 968 2 0郾 958 4

NG 1郾 000 0 0郾 966 0 0郾 955 3

将 DK+方法作为比较标准,数值越小计算效果

越好。 因此由表 1 可以看出,LHSDL 方法略优于其

他方法。

通过绘制性能曲线图[18] 比较每一种方法的数

值效果。 图 1—图 4 分别对应的是在强 Wolfe 线搜

索下 DK+,MNVHS 和 LHSDL 方法的计算时间、函

数计算次数、梯度计算次数以及迭代次数的性能曲

线。 曲线越在上方越靠近 1,则计算效率越好。 因

此,从图 1—图 4 中可以看出 LHSDL 方法优于

MNVHS 方法和 DK+方法。

图 1摇 计算时间性能曲线

Fig. 1摇 CPU time performance curve

图 2摇 迭代次数性能曲线

Fig. 2摇 Iterative number performance curve
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图 3摇 函数计算次数性能曲线

Fig. 3摇 Function calculation number performance curve

图 4摇 梯度计算次数性能曲线

Fig. 4摇 Gradient calculation number performance curve

5摇 结束语

通过将 DL 共轭梯度方法中的第一项
gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

修

正为 WYL 方法中的一个计算效果较好的式子,得
到一个理论性质和数值计算均良好的混合 DL -
WYL 共轭梯度法,简称 LHSDL 方法。 理论证明了

LHSDL 方法在强 Wolfe 线搜索条件下满足充分下降

性,且对一般函数是全局收敛的。 由 Dolan 和 Mor佴
的性能曲线图表明 LHSDL 方法略优于 DK+方法、
MNVHS 方法。
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A Hybrid DL鄄WYL Conjugate Gradient Method

LI Yue
(School of Mathematical Science,Chongqing Normal University,Chongqing 401331,China)

Abstract:Conjugate gradient method is widely used in many practical fields such as engineering problems,
financial models and so on because of its simple iteration and low storage. For the large鄄scale unconstrained
optimization problems, a hybrid DL鄄WYL conjugate gradient method is proposed—LHSDL method. It can be
regarded as a modified DL conjugate gradient method,the first term of DL conjugate gradient method is modified by
the conjugate parameter of Wei鄄Yao鄄Liu type conjugate gradient method which has good numerical and theoretical
results. It can also be regarded as a modified WYL conjugate gradient method. By adding the second term of DL
conjugate gradient method, the method may contain some Hessian information. The LHSDL method has a better
property than DL method,i. e. ,under the condition of strong Wolfe line search,it has sufficient descent property,
and it is theoretically proved that LHSDL method has global convergence for general functions. Numerical
experiments are carried out on a set of unconstrained optimization test problems of CUTEr collection. The
performance profile of Dolan and Mor佴 shows that LHSDL method is slightly superior to DK+method and MNVHS
method.

Key words:conjugate gradient method; strong Wolfe line search; sufficient descent; global convergence
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