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求解丢番图方程
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　 　 摘　 要：利用高斯二平方和定理求解一个特殊的丢番图方程
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２，将其转化为 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ ．经

讨论得知，ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡１，２（ｍｏｄ ４），当（ｋ１ －ｋ３） （ｋ１ ＋ｋ３ －１）≡（ｋ４ ＋ｋ２） （ｋ４ －ｋ２）时，ａ２ ＋ｂ２≡ｃ２ ＋ｄ２≡１（ｍｏｄ
４）；当（ｋ１－ｋ３）（ｋ１＋ｋ３－１）≡（ｋ４－ｋ２）（ｋ４＋ｋ２－１）≡０，２（ｍｏｄ ４）时，ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡２（ｍｏｄ ４） ．
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１　 引　 理

求解丢番图方程
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２时需要用到一下几个引理．

引理 １［１］（高斯二平方和定理）　 设 ｎ 为正整数，ｎ＝ｍ２ｎ０，ｍ∈Ζ，ｎ０ 是 ｎ 的无平方因子部分，则 ｎ 是两个

有理整数的平方和⇔ｎ０ 没有素因子 ｐ≡３（ｍｏｄ ４） ．
引理 ２［２］ 　 设 ａ，ｂ 是任意两个不全为零的整数，
（ｉ） 若 ｍ 是任一整数，则（ａｍ，ｂｍ）＝ （ａ，ｂ）ｍ；

（ｉｉ） 若 δ 是 ａ，ｂ 的任一公因数，则 ａ
δ
， ｂ
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝（ａ，ｂ）

δ
，特别地

ａ
（ａ，ｂ）

， ｂ
（ａ，ｂ）

æ

è
ç
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ø
÷ ＝ １．

引理 ３［２］ 　 不定方程 ｐ＝ ｘ２＋ｙ２ 有正整数解的充分与必要条件是 ｐ＝ ４ｍ＋１．
引理 ４［２］

（ｉ） 若 ａ１ ＝ ｂ１（ｍｏｄ ｍ），ａ２ ＝ ｂ２（ｍｏｄ ｍ），则 ａ１＋ａ２ ＝ ｂ１＋ｂ２（ｍｏｄ ｍ）；
（ｉｉ） 若 ａ＝ ｂ（ｍｏｄ ｍ），ｂ＝ ｃ（ｍｏｄ ｍ），则 ａ≡ｃ（ｍｏｄ ｍ）；
（ｉｉｉ） 若 ａ１ ＝ ｂ１（ｍｏｄ ｍ），ａ２ ＝ ｂ２（ｍｏｄ ｍ），则 ａ１ａ２ ＝ ｂ１ｂ２（ｍｏｄ ｍ） ．
在求解齐次方程时，把只相差一个公因子的解视为同一个解．

２　 丢番图方程
１
ｘ２
＋ １
ｙ２

＝ １
ｚ２
＋ １
ｗ２的求解

定理 １　 １
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）与 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）有相同的整数解．



证明　 首先证明
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）可以转化为方程 ａ２＋ｂ２ ＝ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０） ．

在方程
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）两端同时乘以 ｘ２ｙ２ｚ２ｗ２，有

ｙ２ｚ２ｗ２ ＋ ｘ２ｚ２ｗ２ ＝ ｘ２ｙ２ｗ２ ＋ ｘ２ｙ２ｚ２

令 ａ＝ ｙｚｗ，ｂ＝ ｘｚｗ，ｃ＝ ｘｙｗ，ｄ＝ ｘｙｚ，则 ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０，且 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ ．

现在证明 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）转化为
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０） ．

情形Ⅰ　 当 ｄ＝（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝ １ 时，令 ａ＝ ｙｚｗ，ｂ＝ ｘｚｗ，ｃ＝ ｘｙｗ，ｄ＝ ｘｙｚ，ｍ＝ ｘｙｚｗ，则 ａｂｃ＝ｍ２ｗ，ａｂｄ＝ｍ２ｚ，ａｃｄ ＝
ｍ２ｙ，ｂｃｄ＝ｍ２ｘ，此时（ａｂｃ，ａｂｄ，ａｃｄ，ｂｃｄ）＝ （ｍ２ｗ，ｍ２ｚ，ｍ２ｙ，ｍ２ｘ）＝ ｍ２（ｗ，ｚ，ｙ，ｘ）＝ ｍ２ ．

ｘ ＝ ｍ２ｘ
ｍ２

＝ ｂｃｄ
（ａｂｃ，ａｂｄ，ａｃｄ，ｂｃｄ）

∈ Ν ＋，ｙ ＝ ｍ２ｙ
ｍ２

＝ ａｃｄ
（ａｂｃ，ａｂｄ，ａｃｄ，ｂｃｄ）

∈ Ν ＋

ｚ ＝ ｍ２ｚ
ｍ２

＝ ａｂｄ
（ａｂｃ，ａｂｄ，ａｃｄ，ｂｃｄ）

∈ Ν ＋，ｗ ＝ ｍ２ｗ
ｍ２

＝ ａｂｃ
（ａｂｃ，ａｂｄ，ａｃｄ，ｂｃｄ）

∈ Ν ＋

　 　 情形Ⅱ　 ｄ＝（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＞１ 时，有
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÷ ＝ １，此即化为情形 Ｉ．

在方程 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２ ＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）两边同时除以 ａ２ｂ２ｃ２ｄ２，可以得到
１

ｂ２ｃ２ｄ２ ＋
１

ａ２ｃ２ｄ２ ＝
１

ｂ２ｂ２ｄ２ ＋

１
ａ２ｂ２ｃ２

，令 ｘ＝ ｂｃｄ，ｙ＝ａｃｄ，ｚ＝ａｂｄ，ｗ＝ａｂｃ，则

１
ｘ２

＋ １
ｙ２

＝ １
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ ＞ ０，ｙ ＞ ０，ｚ ＞ ０，ｗ ＞ ０） （∗）

　 　 因此，丢番图方程
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）与丢番图方程 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）

具有相同的整数解．

所以，丢番图方程
１
ｘ２ ＋

１
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）的求解可以转化为丢番图方程 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，

ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）的求解．
接下来考虑丢番图方程 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）的解．
若 ａ＝ ｂ＝ ｃ＝ｄ，此即最简单的情形，方程有无穷多个解．
若 ａ＝ ｃ，ｂ＝ｄ，方程有无穷多个解．
若 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 全不相等时，由于∀ａ∈Ｚ，有 ａ２≡０，１（ｍｏｄ ４）；∀ｂ∈Ｚ，有 ｄ２≡０，１（ｍｏｄ ４）；∀ｃ∈Ｚ，有 ｃ２≡

０，１（ｍｏｄ ４）；∀ｄ∈Ｚ，有 ｄ２≡０，１（ｍｏｄ ４） ．故 ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡０，１（ｍｏｄ ４） ．
当 ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡１（ｍｏｄ ４）时，不妨设 ａ２≡ｃ２≡１（ｍｏｄ ４），ｂ２≡ｄ２≡０（ｍｏｄ ４） ．令

ａ２ ＝ ４ｋ１（ｋ１ － １） ＋ １，ｋ１ ∈ Ζ；ｂ２ ＝ ４ｋ２
２，ｋ２ ∈ Ζ

ｃ２ ＝ ４ｋ３（ｋ３ － １） ＋ １，ｋ３ ∈ Ζ；ｄ２ ＝ ４ｋ２
４，ｋ４ ∈ Ζ

（１）

　 　 由 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ 得（ｋ１－ｋ３）（ｋ１＋ｋ３－１）＝ （ｋ４＋ｋ２）（ｋ４－ｋ２） ．显然（ｋ１－ｋ３）（ｋ１＋ｋ３－１）＝ ０，２（ｍｏｄ ４），（ｋ４＋ｋ２）
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（ｋ４－ｋ２）≡０，１，３（ｍｏｄ ４） ．故
（ｋ１ － ｋ３）（ｋ１ ＋ ｋ３ － １） ≡ （ｋ４ ＋ ｋ２）（ｋ４ － ｋ２） ≡ ０（ｍｏｄ ４） （２）

　 　 从而当式（２）成立时，有 ４ｋ１（ｋ１－１） ＋１＋４ｋ２
２ ＝ ４ｋ３（ｋ３－１） ＋１＋４ｋ２

４，亦即 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ ．故方程 ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋

ｄ２≡１（ｍｏｄ ４）的通解具有方程（１）的形式，其条件为 ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４ 满足方程（２） ．
当 ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２ 时，只能 ａ２≡ｂ２≡ｃ２≡ｄ２≡１（ｍｏｄ ４） ．令

ａ２ ＝ ４ｋ１（ｋ１ － １） ＋ １，ｋ１ ∈ Ζ，ｂ２ ＝ ４ｋ２
２，ｋ２ ∈ Ζ

ｃ２ ＝ ４ｋ３（ｋ３ － １） ＋ １，ｋ３ ∈ Ζ，ｂ２ ＝ ４ｋ２
４，ｋ４ ∈ Ζ

（３）

　 　 由 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ 得（ｋ１－ｋ３）（ｋ１＋ｋ３－１）＝ （ｋ４＋ｋ２）（ｋ４－ｋ２） ．故
（ｋ１ － ｋ３）（ｋ１ ＋ ｋ３ － １） ≡ （ｋ４ － ｋ２）（ｋ４ ＋ ｋ２ － １） ≡ ０，２（ｍｏｄ ４） （４）

　 　 从而当式（４）成立时，有 ４ｋ１（ｋ１－１）＋１＋４ｋ２（ｋ２－１）＋１ ＝ ４ｋ３（ｋ３－１）＋１＋４ｋ４（ｋ４－１） ＋１，亦即 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ ．
故方程 ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡２（ｍｏｄ ４）的通解具有方程（３）的形式，其条件为 ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４ 满足方程（４） ．

综上所述，方程 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２ 的解的情况已经完全讨论清楚．给定 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 可求出丢番图方程的解．又 １
ｘ２

＋ １
ｙ２ ＝

１
ｚ２

＋ １
ｗ２（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０，ｗ＞０）与 ａ２＋ｂ２ ＝ ｃ２＋ｄ２（ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０）有相同的解．故根据式（∗）可以求出

对应的 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ．
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１，２（ｍｏｄ ４）． Ｗｅ ｓａｙ ｔｈａｔ ａ２＋ｂ２≡ｃ２＋ｄ２≡１（ｍｏｄ ４） ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ （ｋ１ －ｋ３） （ｋ１ ＋ｋ３ －１）≡（ｋ４ ＋ｋ２） （ｋ４ －ｋ２）≡
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（ｋ４－ｋ２）（ｋ４＋ｋ２－１）≡０，２（ｍｏｄ ４）．
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