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　 　 摘　 要：讨论了 Ｌｐ 空间弱收敛、强收敛、几乎处处收敛、依测度收敛的相互转换关系，给出了证明，并通

过举例的方式说明了一些定理的特殊情况．
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在实变函数课程中，如文献［１，２］，Ｌｐ 空间函数序列的收敛主要有依测度收敛、几乎处处收敛，在可积函

数空间中既有强收敛又有弱收敛，这些收敛关系既相互联系又有区别，关于这些收敛之间的关系也有很多

作者做出了一些结果．如文献［３⁃５］主要给出 Ｌｐ 空间的强收敛和弱收敛之间的关系；文献［６］给出弱收敛序

列的一些性质．此处讨论了序列收敛与积分意义下的强收敛弱收敛之间的关系．

１　 几个预备知识

定义 １　 设 ｆ（ｘ）是 Ω⊂Ｒｎ 的可测函数，定义 Ｌｐ 范数为

ｆ（ｘ） ｐ ＝
∫
Ω

ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )
１
ｐ ，１ ≤ ｐ ＜ ∞

ｉｎｆ ｓｕｐ ｕ（ｘ） ，ｐ ＝ ∞
{ （１）

称 ｕ ｐ＜∞的全体为 Ｌｐ 空间．

定义 ２　 设 ｆｎ（ｘ）∈Ｌｐ（Ω）（ｎ＝ １，２，…） ．若存在 ｆ（ｘ）∈Ｌｐ（Ω），使得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐ ＝ ０ （２）

则称 ｆｎ（ｘ）{ }依 Ｌｐ（Ω）的意义收敛于 ｆ（ｘ） ．

定义 ３　 设 １≤ｐ≤∞， １
ｐ
＋ １
ｑ
＝ １，ｆｎ（ｘ），ｆ（ｘ）∈Ｌｐ（Ω）（ｎ＝ １，２，…），若有

ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｆｎ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

Ω
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ　 （ｇ（ｘ） ∈ Ｌｑ（Ω）） （３）

则称｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ｌｐ（Ω）中弱收敛于 ｆ（ｘ） ．
定义 ４　 设｛ ｆｎ（ｘ）｝（ｎ∈Ｎ），ｆ（ｘ）是 Ω 上几乎处处有限的可测函数，若对任给的ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｍ（｛ｘ ∈ Ω： ｜ ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｜ ＞ ε｝） ＝ ０ （４）



则称｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ω 上依测度收敛于 ｆ（ｘ）
定义 ５　 ｛ ｆｎ（ｘ）｝（ｎ∈Ｎ），ｆ（ｘ）是 Ω 上几乎处处有限的可测函数，若存在 Ω 中点集 Ｚ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ），ｘ ∈ Ω ＼Ｚ （５）

其中 ｍ（Ｚ）＝ ０，则称｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ω 上几乎处处收敛于 ｆ（ｘ） ．
注 １　 这些收敛关系在一定条件下相互联系，又有区分，如知道的结论有［１，２］

１） 强收敛一定弱收敛，但反之不成立．
２） 弱收敛不一定依测度收敛．如函数列 ｃｏｓ ｎｘ{ } 在 Ｌ２（［０，２π］）中弱收敛于 ０，但不是依测度收敛于 ０．

因为对 ｇ（ｘ）＝ χ
［α，β］（ｘ）（［α，β］⊂［０，２π］），易知

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

２π

０
ｃｏｓ ｎｘ·χ

［α，β］（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎ（ｎβ） － ｓｉｎ（ｎα）
ｎ

＝ ０

　 　 对 ｇ（ｘ） ＝
ｍ

ｉ ＝ １
ｃｉ χ ［α ｉ，β ｉ］（ｘ） ，其中 ［αｉ，βｉ］{ } ｍ

１ 是［０，２π］中互不相交子区间组，则 ｌｉｍ
ｎ→∞∫

２π

０
ｇ（ｘ）·ｃｏｓ ｎｘｄｘ ＝

０ ．对 ｇ∈Ｌ２（［０，２π］），注意到简单函数族在 Ｌ２（［０，２π］）中稠密，即有 ｌｉｍ
ｎ→∞∫

２π

０
ｇ（ｘ）·ｃｏｓ ｎｘｄｘ ＝ ０． 然而

ｍ ｘ∈［０，２π］： ｃｏｓ ｎｘ ≥ １
２{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ４π

３
，所以｛ｃｏｓ ｎｘ｝不是依测度收敛于 ０．

３） 依测度收敛但不一定弱收敛．
又函数列

ｆｎ（ｘ） ＝
ｎ，ｘ ∈ ０， １

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú

０，ｘ ∈ １
ｎ
，１æ

è
ç

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（ｎ ∈ Ｎ）

在［０，１］上依测度收敛于 ０，但不在 Ｌｐ（［０，１］）中弱收敛．
４） 几乎处处收敛且弱收敛不一定 Ｌｐ 强收敛．如函数列

ｆｎ（ｘ） ＝
ｎ ，ｘ ∈ ０， １

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú

０，ｘ ∈ １
ｎ
，１æ

è
ç

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（ｎ ∈ Ｎ）

在［０，１］上几乎处处收敛于 ０，且在 Ｌ２（［０，１］）中弱收敛于 ０，但不是在 Ｌ２（［０，１］）意义下收敛．

２　 弱收敛与强收敛的关系

熟知在 Ｌｐ意义下强收敛一定弱收敛，反之不成立，但是弱收敛在一定条件下可以强收敛，如
定理 １ （ Ｒａｄｏｎ ） 　 设 １ ＜ ｐ ＜ ∞ ， ｆｎ（ｘ）{ } 在 Ｌｐ （ Ω） 中 弱 收 敛 于 ｆ （ ｘ ）， 若 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆｎ（ｘ） ｐ ＝ ｆ（ｘ） ｐ，

则 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｐ ＝ ０．

但该定理对 ｐ＝ １，＋∞不成立，例如

① ｆｎ（ｘ）＝
０，０≤ｘ≤ １

ｎ

１， １
ｎ
＜ｘ≤１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

，则｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ｌ∞ （［０，１］）上弱收敛于 ｆ（ｘ） ＝ １，且 ｆｎ（ｘ） ∞ →１（ｎ→∞ ），但

ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ∞ ＝ １（ｎ∈Ｎ） ．
② ｆｎ（ｘ）＝ ４＋ｓｉｎ ｘ（ｎ∈Ｎ，０＜ｘ＜２π），则 ｆｎ{ } 在 Ｌ１（（０，２π））中弱收敛于 ｆ（ｘ）＝ ４，且 ｆｎ（ｘ） １→ ｆ（ｘ） １
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（ｎ→∞），但 ｆｎ－ｆ １ ＝ ４（ｎ∈Ｎ） ．
但在一维空间 Ｒ１ 中，上述结果可以弱化为

定理 ２　 设 ｆｎ（ｘ）∈Ｌｐ（Ｒ１）（１＜ｐ＜∞ ）且 ｆｎ（ｘ）≥０（ｎ ＝ １，２，…），则 ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｐ→０（ｎ→∞ ）当且仅当

ｆｎｐ（ｘ）－ｆ ｐ（ｘ） １→０（ｎ→∞） ．

证明 　 必要性： 记 ｆｎ （ ｘ ） ＝ ｍｉｎ ｆｎ（ｘ）， ｆ（ｘ）{ } ， ｆｎ（ｘ） ＝ ｍａｘ ｆｎ（ｘ），ｆ（ｘ）{ } ， 则由 ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｐ → ０

ｎ→∞( ) 以及 ｆｎｐ（ｘ）＋ｆｎｐ（ｘ）＝ ｆｎｐ（ｘ）＋ｆ ｐ（ｘ），可知 ｆｎ（ｘ） ｐ→ ｆ（ｘ） ｐ， ｆｎ（ｘ） ｐ→ ｆ（ｘ） ｐ（ｎ→∞） ．

从而得 ｆｎｐ（ｘ） － ｆ ｐ（ｘ） １ ＝ ｆｎｐ（ｘ） － ｆｎｐ（ｘ） １ ＝ ｆｎ（ｘ） ｐ
ｐ － ｆｎ（ｘ） ｐ

ｐ → ０（ｎ → ∞） ．

充分 性： 依 题 设 知 ｆｎ （ ｘ ） 在 Ｒ１ 上 依 测 度 收 敛 于 ｆ （ ｘ ） ． 其 次， 由 ∫ ［ ｆｎｐ（ｘ） － ｆ ｐ（ｘ）］ｄｘ ≤

∫ ｆｎｐ（ｘ） － ｆ ｐ（ｘ） ｄｘ 可知，对任给的 ε＞０，存在正整数 Ｎ１ 及 δ＞０，使得当 ｍ（ ｅ） ＜δ，ｎ＞Ｎ１ 时， ∫
ｅ
ｆ ｐ（ｘ）ｄｘ ＜

ε ｐ

２
，∫

ｅ
ｆｎｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ε ｐ ．

此外，还存在 Ｅ⊂Ｒ１，ｍ（Ｅ）＜＋∞ ，使得 ∫
Ｅｃ
ｆ ｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ε ｐ

２
，∫

Ｅｃ
ｆｎｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ε ｐ ．

现取 σ＝ ε

ｍ（Ｅ）
１
ｐ

，以及 Ｎ＞Ｎ１，使得当 ｎ＞Ｎ 时，ｍ ｘ∈Ｒ１： ｜ ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｜≥σ{ }( ) ＜δ．

考察

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐ ≤ ∫
｛ｘ：｜ ｆｎ－ｆ｜ ≥σ｝

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )
１
ｐ ＋ ∫

Ｅ∩｛ｘ：｜ ｆｎ－ｆ｜ ＜ σ｝
ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )

１
ｐ ＋

∫
Ｅｃ

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )
１
ｐ ≤

∫
｛ｘ：｜ ｆｎ－ｆ｜ ≥σ｝

ｆｎ（ｘ） ｐｄｘ( )
１
ｐ ＋ ∫

Ｅ∩｛ｘ：｜ ｆｎ－ｆ｜ ＜ σ｝
ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )

１
ｐ ＋

∫
Ｅ∩｛ｘ：｜ ｆｎ－ｆ｜ ＜ σ｝

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )
１
ｐ ＋ ∫

Ｅｃ
ｆｎ（ｘ） ｐｄｘ( )

１
ｐ ＋ ∫

Ｅｃ
ｆ（ｘ） ｐｄｘ( )

１
ｐ ＜

４ε ＋ （σｐ·ｍ（Ｅ））
１
ｐ ＝ ５ε（ｎ ＞ Ｎ）

即 ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｐ→０（ｎ→∞）得证．

３　 几乎处处收敛与 Ｌｐ 强收敛

由定义 ５ 的 ４）知道几乎处处收敛不一定 Ｌｐ 意义下强收敛，但附加一定条件可得

定理 ３　 若 １≤ｐ＜∞ ，ｆ（ｘ）∈Ｌｐ（Ω），ｆｎ∈Ｌｐ（Ω）（ｎ＝ １，２，…），且有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ），ａ．ｅ．ｘ ∈ Ω，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ） ｐ ＝ ｆ（ｘ） ｐ，ｌｉｍｎ→∞
ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐ ＝ ０

　 　 证明　 由不等式（ａ＋ｂ） ｐ≤２ｐ－１（ａｐ＋ｂｐ），ａ＞０，ｂ＞０，可得 ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ｐ≤２ｐ－１（ ｆｎ（ｘ） ｐ＋ ｆ（ｘ） ｐ），ｘ∈Ω．
因此有

２ｐ∫
Ω

ｆ（ｘ） ｐｄｘ ＝ ∫
Ω
ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｐ－１ ｆｎ（ｘ） ｐ ＋ ｆ（ｘ） ｐ( ) － ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐ[ ] ｄｘ ≤

２ｐ－１∫
Ω

ｆ（ｘ） ｐｄｘ ＋ ２ｐ－１∫
Ω
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ） ｐｄｘ ＋ ｌｉｍ
ｎ→∞
∫
Ω
－ ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ ＝

２ｐ∫
Ω

ｆ（ｘ） ｐｄｘ － ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ
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所以得出

０ ≤ ｌｉｍ
ｎ→∞
∫
Ω

ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ ≤ ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ ≤ ０

故 ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｆｎ（ｘ） － ｆ（ｘ） ｐｄｘ ＝ ０ 得证．

４　 几乎处处收敛与依测度收敛

关于几乎处处收敛与依测度收敛有著名的 Ｒｉｅｓｚ 定理．
定理 ４（Ｒｉｅｓｚ） 　 若｛ ｆｎ（ ｘ）｝在 Ω 上依测度收敛于 ｆ（ ｘ），则存在子列｛ ｆｋｉ（ ｘ）｝使得 ｌｉｍ

ｉ→∞
ｆｋｉ（ ｘ） ＝ ｆ（ｘ），

ａ．ｅ．ｘ∈Ω ．反之，可以得到以下结论：
定理 ５　 设｛ ｆｎ（ｘ）｝，ｆ（ｘ）为在 Ω 上几乎处处有限的可测函数，且 ｍ（Ω）＜∞ ．若｛ ｆｎ（ｘ）｝的任一子列中均

存在几乎处处收敛于 ｆ（ｘ）的子列，则｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ω 上依测度收敛于 ｆ（ｘ） ．
证明　 （反证法） 假设｛ ｆｎ（ｘ）｝在 Ω 上不是依测度收敛于 ｆ（ｘ），则存在 ε０＞０，σ＞０，以及｛ｋｉ｝，使得

ｍ（｛ｘ ∈ Ω： ｆｋｉ（ｘ） － ｆ（ｘ） ＞ ε０｝） ≥ σ０ （６）
但依题设知存在｛ｋｉ ｊ｝，使得ｌｉｍ

ｊ→∞
ｆｋｉｊ ＝ ｆ（ｘ），ａ．ｅ．ｘ∈Ω．

由此又知｛ ｆｋｉｊ（ｘ）｝在 Ω 上依测度收敛于 ｆ（ｘ），这与式（６）矛盾．定理得证．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ａｌｍｏｓｔ ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ，ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｎ ｍｅａｓｕｒｅ ｉｎ Ｌｐ ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｅｘｐｌａｉｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｏｓｅ ｔｈｅｏｒｅｍ，
ｓｏｍｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ； ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ； ａｌｍｏｓｔ ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ； ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｎ ｍｅａｓｕｒｅ
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