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０　 引　 言

关于矩阵特征值模的平方和的一个上界，以下结果是熟知的（即 Ｓｃｈｕｒ 不等式） ［１⁃３］：


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ Ｍ ２
Ｆ （１）

其中 λ ｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）为矩阵 Ｍ 的特征值， Ｍ ２
Ｆ ＝ 

ｉ，ｊ
ｍｉｊ

２ 表示矩阵 Ｍ 的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数（也称欧式范

数） ．该不等式广泛用于矩阵的秩估计、谱估计等领域［４⁃７］ ．Ｋｒｅｓｓ 等［３］将 Ｓｃｈｕｒ 不等式进一步改进，得到如下的
结果：


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ｛ Ｍ ４
Ｆ － １

２
ＭＭ∗ － Ｍ∗Ｍ ２

Ｆ｝
１
２ （２）

其中，Ｍ∗表示矩阵 Ｍ 的共轭转置矩阵．
文献［４］借助分块矩阵，对矩阵 Ｍ 分块如下：

Ｍ ＝ Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３）

其中 Ａ＝Ａｋ×ｋ为矩阵 Ｍ 的 ｋ 阶主子阵，得到估计式：


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ Ｍ ２
Ｆ － （ Ｂ Ｆ － Ｃ Ｆ） ２ （４）

此处将给出 
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ 一个不同的上界，并证明对于一类特殊矩阵，该上界可以较式（４）更精确．

１　 矩阵特征值的估计

在这一节里，给出 
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ 一个不同的上界．

定理 １　 设 Ｍ 为任意复方阵，对矩阵 Ｍ 分块如式（３），设 Ｂｉ ＝ （ａｉ，ｋ＋１，ａｉ，ｋ＋２，…，ａｉ，ｎ）为块矩阵 Ｂ 的第 ｉ
行，Ｃｉ ＝（ａｋ＋１，ｉ，ａｋ＋２，ｉ，…，ａｎ，ｉ） Ｔ 为块矩阵 Ｃ 的第 ｉ 列，ｉ＝ １，２，…，ｋ，且 Ｂｉ Ｆ≠０， Ｃｉ Ｆ≠０，则




ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ Ｐ －１ＡＰ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ ２
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ （５）

其中 Ｐ＝ｄｉａｇ Ｂ１ Ｆ

Ｃ１ Ｆ
，

Ｂ２ Ｆ

Ｃ２ Ｆ
，…，

Ｂｋ Ｆ

Ｃｋ Ｆ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

证明　 令 Ｄ＝
Ｐ ０
０ Ｉ（ｎ－ｋ）×（ｎ－ｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Ｐ＝Ｐｋ×ｋ ＝ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｋ），ｐｉ＞０，ｉ ＝ １，２，…，ｋ．显然 Ｄ 为可逆对角

阵．令 Ｋ＝Ｄ－１ＭＤ＝ Ｐ－１ＡＰ Ｐ－１Ｂ
ＣＰ Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则

ｔｒ（ＫＫ∗） ＝ Ｐ －１ＡＰ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ Ｐ －１Ｂ ２
Ｆ ＋ ＣＰ ２

Ｆ （６）
又因为

Ｐ －１Ｂ ２
Ｆ ＋ ＣＰ ２

Ｆ ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １


ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１

ａｉｊ
２

ｐ２
ｉ

＋ 
ｋ

ｉ ＝ １


ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
ｐ２
ｉ ａ ｊｉ

２ ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １


ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１

ａｉｊ
２

ｐ２
ｉ

＋ ｐ２
ｉ ａ ｊｉ

２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝


ｋ

ｉ ＝ １


ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
ａｉｊ

２

ｐ２
ｉ

＋ ｐ２
ｉ 

ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
ａ ｊｉ

２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝ 

ｋ

ｉ ＝ １

Ｂｉ
２
Ｆ

ｐ２
ｉ

＋ ｐ２
ｉ Ｃｉ

２
Ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥


ｋ

ｉ ＝ １
２ Ｂｉ

２
Ｆ Ｃｉ

２
Ｆ ＝ ２

ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ （７）

又令

Ｐ ＝ ｄｉａｇ Ｂ１ Ｆ

Ｃ１ Ｆ
，

Ｂ２ Ｆ

Ｃ２ Ｆ
，…，

Ｂｋ Ｆ

Ｃｋ Ｆ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （８）

则式（７）可取到最小值

Ｐ －１Ｂ ２
Ｆ ＋ ＣＰ ２

Ｆ ＝ ２
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ （９）

此时，由式（６）（７）（９）即得

ｔｒ（ＫＫ∗） ＝ Ｐ －１ＡＰ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ ２
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ （１０）

　 　 又由矩阵 Ｋ 与矩阵 Ｍ 相似，故有相同的特征值，设 λ１，λ２，…，λｎ 为 Ｍ 的特征值，由式（１）则有


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ Ｋ ２
Ｆ ＝ ｔｒ（ＫＫ∗） （１１）

由式（１０）（１１）即得式（５），证毕．

另外，即使对某个 Ｂｉ Ｆ ＝ ０，而对应 Ｃｉ Ｆ≠０ 的情况，虽然
Ｂｉ

２
Ｆ

ｐ２
ｉ

＋ｐ２
ｉ Ｃｉ

２
Ｆ ＝ ｐ２

ｉ Ｃｉ
２
Ｆ≠２ Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ＝ ０，

对角阵 Ｐ 的 ｐｉ 无意义，此时可取 ｐｉ 为一个充分小的正数，从而使其无限接近 ０．故不妨仍记
Ｂｉ

２
Ｆ

ｐ２
ｉ

＋ ｐ２
ｉ Ｃｉ

２
Ｆ ＝ ２ Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ＝ ０

若某个 Ｃｉ Ｆ ＝ ０，而对应的 Ｂｉ Ｆ≠０，此时对角阵 Ｐ 中相应的 ｐｉ 可取一个充分大的正数，则
Ｂｉ

２
Ｆ

ｐ２
ｉ

＋ｐ２
ｉ Ｃｉ

２
Ｆ ＝

Ｂｉ
２
Ｆ

ｐ２
ｉ

同样无限接近 ０．若某个 Ｂｉ Ｆ ＝ Ｃｉ Ｆ ＝ ０，当然有
Ｂｉ

２
Ｆ

ｐ２
ｉ

＋ｐ２
ｉ Ｃｉ

２
Ｆ ＝ ２ Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ＝ ０．此时 ｐｉ 可任取一正

数即可．故实际应用时，定理 １ 中 Ｂｉ Ｆ≠０， Ｃｉ Ｆ≠０ 的限制条件是可以放宽的．同时与定理 １ 相同的方式，
作相似变换 Ｋ＝ＤＭＤ－１，可得如下定理：

定理 ２　 设 Ｍ 为任意复方阵，对矩阵 Ｍ 分块如式（３），设 Ｂｉ ＝ （ａｉ，ｋ＋１，ａｉ，ｋ＋２，…，ａｉ，ｎ）为块矩阵 Ｂ 的第 ｉ
行，Ｃｉ ＝（ａｋ＋１，ｉ，ａｋ＋２，ｉ，…，ａｎ，ｉ） Ｔ 为块矩阵 Ｃ 的第 ｉ 列，ｉ＝ １，２，…，ｋ，且 Ｂｉ Ｆ≠０， Ｃｉ Ｆ≠０，则


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ＰＡＰ －１ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ ２
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ （１２）

其中 Ｐ＝ｄｉａｇ Ｃ１ Ｆ

Ｂ１ Ｆ
，

Ｃ２ Ｆ

Ｂ２ Ｆ
，…，

Ｃｋ Ｆ

Ｂｋ Ｆ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．
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下面将证明对于一类特殊矩阵，上述结果优于式（４） ．
定理 ３　 设 Ｍ 为任意复方阵，对矩阵 Ｍ 分块如式（３），若块矩阵 Ａ 恰为对角阵，则


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ Ａ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ ２
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ≤ Ｍ ２

Ｆ － （ Ｂ Ｆ － Ｃ Ｆ） ２ （１３）

　 　 证明　 若块矩阵 Ａ 恰为对角阵，则 Ｐ－１ＡＰ ２
Ｆ ＝ Ａ ２

Ｆ，故式（１２）左侧不等式成立．又
Ｍ ２

Ｆ － （ Ｂ Ｆ － Ｃ Ｆ） ２ ＝ Ａ ２
Ｆ ＋ Ｄ ２

Ｆ ＋ ２ Ｂ Ｆ Ｃ Ｆ

欲证式（１２）右侧不等式，只需证明 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ≤ Ｂ Ｆ Ｃ Ｆ ．

因 Ｂ Ｆ ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ

２
Ｆ( )

１
２ ， Ｃ Ｆ ＝ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃｉ

２
Ｆ( )

１
２ ，由 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式即得


ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ Ｆ Ｃｉ Ｆ ≤ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｉ

２
Ｆ( )

１
２ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃｉ

２
Ｆ( )

１
２ ＝ Ｂ Ｆ Ｃ Ｆ （１４）

证毕．
最后，在数值实验中发现，对一般矩阵，定理 ２ 中 ＰＡＰ－１ ２

Ｆ 与定理 １ 中 Ｐ－１ＡＰ ２
Ｆ 通常是不同的，因此可

取二者中较小者进行估计．

２　 数值算例

例 １　 设矩阵 Ｍ ＝

４ ０ ３ ５
０ ２ ４ １
１ ９ ６ ８
９ ２ ７ ９

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，分块后 Ａ ＝ ４ ０
０ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，由式 （１） 得 

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４６８， 由式 （２） 可得


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４５６．１７１ ０，由式（４） 可得
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４３４．５７５ ２，由式（５） 可得
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４１４．７５０ ６．

例 ２　 设矩阵 Ｍ ＝

４ １ ３ ５
４ ２ ４ １
１ ９ ６ ８
９ ２ ７ ９

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，分块后 Ａ ＝ ４ １
４ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，由式 （ １） 得 

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４８５， 由式 （２） 得


ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤４７５．７６９ ９，由式（４） 得
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４５１．５７５ ２，由式（５） 得
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

２ ≤ ４３４．７５０ ６．
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