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　 　 摘　 要：利用 α⁃预不变凸函数的二次连续可微性，建立了 α⁃预不变凸函数的一个等价条件，然后研究了

α⁃预不变凸函数在多目标优化中的应用．
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０　 引　 言

在研究最优化问题时，凸性和广义凸性起着很重要的作用．１９８８ 年，Ａｖｒｉｅｌ［１］ 给出了可微的凸函数的一

个等价条件．
引理 １［１］ 　 设 ｆ（ｘ）是（ａ，ｂ）上的二次连续可微函数，则 ｆ（ｘ）为（ａ，ｂ）上的凸函数的充要条件为其二阶导

数 ｆ＂ （ｘ）≥０ 在（ａ，ｂ）上成立．
引理 １ 不但为研究函数的凸性提供了新的思路，而且也为研究广义凸函数、广义凸模糊映射提供了一种

新的研究方法［２，３］，比如 ２０１０ 年，赵［３］将凸函数的这个可导性质推广到预不变凸函数，得到了预不变凸函数

的一个等价条件．
引理 ２［３］ 　 设 Ｘ 是关于 η 的开不变凸集，η 满足条件 η（ｘ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））＝ （１－λ）η（ｘ，ｙ），ｆ（ｘ）二次连续

可微且满足条件 ｆ（ｙ＋η（ｘ，ｙ））≤ｆ（ｘ），那么 ｆ（ｘ）是关于 η 的预不变凸函数的充要条件为 ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ）
η（ｘ，ｙ）≥０ 对于∀ｘ，ｙ∈Ｘ 总成立．

２００６ 年，Ｎｏｏｒ 和 Ｎｏｏｒ［４］提出了一类广义凸函数：α⁃预不变凸函数．
定义 １［４］ 　 如果对于∀ｘ，ｙ∈Ｋ，∀λ∈［０，１］，有

ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ） ∈ Ｋ
则称 Ｋ 是关于 η 和 α 的 α⁃不变凸集．

定义 ２［４］ 　 设 ｆ（ｘ）为 α⁃不变凸集 Ｋ 上的函数，如果∀ｘ，ｙ∈Ｋ，∀λ∈［０，１］，有
ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） ≤ （１ － λ） ｆ（ｙ） ＋ λｆ（ｘ）

那么就称 ｆ（ｘ）为 Ｋ 上的 α⁃预不变凸函数．
由于预不变凸函数是 α⁃预不变凸函数的特殊情形，因此考虑将引理 １ 和引理 ２ 的结果进一步推广到

α⁃预不变凸函数情形．在一定条件下，给出二次连续可微的 α⁃预不变凸函数的一个充要条件，为判断函数的

α⁃预不变凸性提供一种新的思路．最后，将讨论 α⁃预不变凸函数在多目标优化中的应用，得到 α⁃预不变凸多

目标优化的局部弱有效解与其全局弱有效解之间的关系．
下面的讨论中将用到条件 Ａ 和条件 Ｂ，为此先给出这两个条件的内容．
条件 Ａ［５］ 　 ∀ｘ，ｙ∈Ｋ，∀λ∈［０，１］，η 和 α 满足下列关系式：



η（ｙ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） ＝ － λη（ｘ，ｙ）
η（ｘ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） ＝ （１ － λ）η（ｘ，ｙ）

显然，ｔ＝ ０，η（ｘ，ｙ）＝ ０⇔ｘ＝ ｙ．
条件 Ｂ［５］ 　 ｆ（ｙ＋α（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））≤ｆ（ｘ），∀ｘ，ｙ∈Ｋ．

１　 α⁃预不变凸函数的一个等价条件

在文献［６］中建立了 α⁃预不变凸函数的一个结果：
引理 ３［６］ 　 设 Ｋ 是关于 α：Ｋ×Ｋ→Ｒ 和 η：Ｋ×Ｋ→Ｈ 的 α⁃不变凸集，η 满足条件 Ａ，α 满足条件 α（ｘ，ｙ）＝

α（ｙ，ｙ＋λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）），ｆ（ｘ）满足条件 Ｂ，那么 ｆ（ｘ）关于相同的 η 和 α 是 α⁃预不变凸函数⇔ ∀ｘ，ｙ∈Ｋ，
λ∈［０，１］，ｇ（λ）＝ ｆ（ｙ＋λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））是［０，１］上的凸函数．

下面利用这个结果，建立二次连续可微的 α⁃预不变凸函数的一个等价条件．
定理 １　 设 Ｋ 是关于 α：Ｋ×Ｋ→Ｒ 和 η：Ｋ×Ｋ→Ｈ 的开 α⁃不变凸集，η 满足条件 Ａ，α 满足条件 α（ｘ，ｙ）＝

α（ｙ，ｙ＋λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）），ｆ （ ｘ） 二次连续可微且满足条件 Ｂ， 那么 ｆ （ ｘ ） 是 Ｋ 上的 α⁃预不变凸函

数⇔∀ｘ，ｙ∈Ｋ，αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ）η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ）≥０．
证明　 设 ｆ（ｘ）是 α⁃预不变凸函数且二次连续可微，则由题设条件，引理 ３ 成立，从而对于∀ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈

［０，１］，ｇ（λ）＝ ｆ（ｙ＋λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））是［０，１］上的凸函数且二次连续可微．利用引理 １，有∀λ∈［０，１］，
ｇ″（λ）≥０，而

ｇ′（λ） ＝ αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））
ｇ″（λ） ＝ αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ）

这里

ｇ″（λ） ＝ αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
由 ｆ（ｘ）的二次连续可微性，令 λ→０＋，则有

αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ）η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
　 　 另一方面，假设对于∀ｘ，ｙ∈Ｋ，有

αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ）η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
则由条件 Ａ 及式（１）

α（ｘ，ｙ） ＝ α（ｙ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） （１）
可得

αＴ（ｘ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））ηＴ（ｘ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） ２ ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））
η（ｘ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））α（ｘ，ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ）） ＝

（１ － λ） ２αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
也即

αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ ＋ λα（ｘ，ｙ）η（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
于是得到 ｇ″（λ）≥０，再由引理 １ 和引理 ３，即可得到 ｆ（ｘ）是 Ｋ 上的 α⁃预不变凸函数．

定理 １ 提供了一种新的判断函数 α⁃预不变凸性的方法，如例 １ 所示．
例 １　 设 Ｘ＝（－２，－１）∪（１，２），α（ｘ，ｙ）＝ １，

η（ｘ，ｙ） ＝

ｘ － ｙ， － ２ ＜ ｘ ＜ － １， － ２ ＜ ｙ ＜ － １
ｘ － ｙ，１ ＜ ｘ ＜ ２，１ ＜ ｙ ＜ ２
ｙ － ｘ，１ ＜ ｘ ＜ ２， － ２ ＜ ｙ ＜ － １
ｙ － ｘ， － ２ ＜ ｘ ＜ － １，１ ＜ ｙ ＜ ２
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可以验证 η 满足条件 Ａ，ｆ（ｘ）二次连续可微且满足条件 Ｂ．此外，对于∀ｘ，ｙ∈Ｘ，可以验证

αＴ（ｘ，ｙ）ηＴ（ｘ，ｙ） ２ ｆ（ｙ）η（ｘ，ｙ）α（ｘ，ｙ） ≥ ０
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故由定理 １，ｆ（ｘ）是 Ｘ 上的 α⁃预不变凸函数．

２　 α⁃预不变凸函数在多目标优化中的应用

考虑下面的多目标优化问题：
（ＶＰ） ｍｉｎ

ｘ∈Ｋ
Ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｐ（ｘ）） Ｔ

其中 Ｆ：Ｋ→ＲＰ，ｆｉ：Ｋ→Ｒ（Ｋ⊆Ｒｎ）是关于 α 和 η 的 α⁃不变凸集．
定义 ３［７］ 　 若不存在 ｘ∈Ｋ，使得 Ｆ（ｘ）＜Ｆ（ｘ），则称ｘ∈Ｋ 是（ＶＰ）的全局弱有效解，
定义 ４［７］ 　 若存在ｘ的一个邻域 Ｎ（ｘ），不存在 ｘ∈Ｋ∩Ｎ（ｘ），使得 Ｆ（ｘ）＜Ｆ（ｘ），则称ｘ∈Ｋ 是（ＶＰ）的局部

弱有效解．
定理 ２　 设 Ｋ⊆Ｒｎ 是关于 α：Ｋ×Ｋ→Ｒ 和 η：Ｋ×Ｋ→Ｈ 的 α⁃不变凸集，ｘ≠ｙ，有 η（ ｘ，ｙ）≠０， ｆ１（ ｘ），

ｆ２（ｘ），…，ｆｐ（ｘ）为 Ｋ 上关于 α 和 η 的 α⁃预不变凸函数，那么（ＶＰ）的局部弱有效解也是其全局弱有效解．
证明　 设ｘ∈Ｋ 是（ＶＰ）的局部弱有效解，则存在ｘ的一个邻域 Ｎ（ｘ），不存在 ｘ∈Ｋ∩Ｎ（ｘ），使得

Ｆ（ｘ） ＜ Ｆ（ｘ） （２）
如果ｘ∈Ｋ 不是（ＶＰ）的全局弱有效解，则存在 ｘ∗∈Ｋ，ｘ∗≠ｘ，使得 Ｆ（ｘ∗）＜Ｆ（ｘ），即有

ｆ ｊ（ｘ∗） ＜ ｆ ｊ（ｘ），ｊ ＝ １，２，…，ｐ
　 　 因为 ｘ∗≠ｘ，则 η（ｘ∗，ｘ）≠０．又因为 ｆ ｊ（ｘ）（ ｊ＝ １，２，…，ｐ）是 α⁃预不变凸函数，则∀λ∈［０，１］，有

ｆ ｊ（ｘ ＋ λα（ｘ∗，ｘ）η（ｘ∗，ｘ）） ≤ λｆ ｊ（ｘ∗） ＋ （１ － λ） ｆ ｊ（ｘ） ＜ ｆ ｊ（ｘ），ｊ ＝ １，２，…，ｐ （３）
当 λ＞０ 且充分小时，有

ｘ ＋ λα（ｘ∗，ｘ）η（ｘ∗，ｘ） ∈ Ｋ ∩ Ｎ（ｘ）
根据式（３）得

Ｆ（ｘ ＋ λα（ｘ∗，ｘ）η（ｘ∗，ｘ）） ＜ Ｆ（ｘ）
与式（２）矛盾．
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