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　 　 摘　 要：讨论了一阶常微分方程 Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＋ Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＝ ０ 的积分因子问题，给出了方程具有一类形如

ｆ（ａｘα＋ｂｘｓｙｔ＋ｃｙβ）ｇ（ｄｘｍｙｎ）乘积形式积分因子的充要条件，并结合实例说明其应用，该结果推广了相关文献

的结论．
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　 　 全微分方程是一阶常微分方程中一类重要的方程，其求解方便快捷．通常只要判定某个一阶微分方程为

全微分方程，其通解就能直接给出．因此寻找一阶常微分方程

Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＋ Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＝ ０ （１）

的积分因子 μ（ｘ，ｙ），使得一阶常微分方程 μ（ｘ，ｙ）Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋μ（ｘ，ｙ）Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ ０ 成为全微分方程，是一种

求解方程（１）简单有效的方法．

对一些具有特殊形式的简单积分因子存在性条件，文献［１⁃３］进行了讨论；文献［４⁃７］则对一些复合型

积分因子的存在性定理和计算公式进行了探讨；文献［８⁃１０］讨论了几类具有乘积形式的积分因子的问题求

解．结合上述文献的研究结果，此处讨论方程（１）具有一类形如

ｆ（ａｘα ＋ ｂｘｓｙｔ ＋ ｃｙβ）ｇ（ｄｘｍｙｎ） （２）

乘积形式积分因子存在的充要条件，并结合实例说明上述形式积分因子的求解．

１　 主要定理

引理 １［１］ 　 连续可微函数 μ（ｘ，ｙ）≠０ 为方程（１）的积分因子的充要条件是 （μＭ） ｙ ＝（μＮ） ｘ ．

定理 １　 方程（１）具有形如式（２）的混合型积分因子的充要条件是

（Ｍｙ － Ｎｘ） ／ ｛ ｆ′（ ｚ１）ｇ（ ｚ２）［（ａαＮｘα－１ ＋ ｂｓＮｘｓ－１ｙｔ） － （ｃβＭｙβ－１ ＋ ｂｔＭｘｓｙｔ －１）］ ＋



ｆ（ ｚ１）ｇ′（ ｚ２）［ｍｄＮｘｍ－１ｙｎ － ｎｄＭｘｍｙｎ－１］｝ ＝ １ ／ ｆ（ ｚ１）ｇ（ ｚ２） （３）

其中 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，α，β，ｓ，ｔ，ｍ，ｎ 是任意常数，且 ｚ１ ＝ａｘα＋ｂｘｓｙｔ＋ｃｙβ，ｚ２ ＝ｄｘｍｙｎ ．

证明　 由引理 １ 知，式（２）是方程（１）乘积形式积分因子的充要条件是（ ｆｇＭ） ｙ ＝（ ｆｇＮ） ｘ，即有 ｆｙｇＭ＋ｆｇｙＭ

＋ｆｇＭｙ ＝ ｆｘｇＮ＋ｆｇｘＮ＋ｆｇＮｘ，故有

ｆ′（ ｚ１）（ｂｔｘｓｙｔ －１ ＋ ｃβｙβ－１）ｇ（ ｚ２）Ｍ ＋ ｆ（ ｚ１）ｇ′（ ｚ２）（ｄｎｘｍｙｎ－１）Ｍ ＋ ｆ（ ｚ１）ｇ（ ｚ２）Ｍｙ ＝

ｆ′（ ｚ１）（ａαｘα－１ ＋ ｂｓｘｓ－１ｙｔ）ｇ（ ｚ２）Ｎ ＋ ｆ（ ｚ１）ｇ′（ ｚ２）（ｄｍｘｍ－１ｙｎ）Ｎ ＋ ｆ（ ｚ１）ｇ（ ｚ２）Ｎｘ

整理后立即得式（３），于是定理 １ 得证．

注 １　 在定理 １ 中，若令 ｂ＝ ０，ｄ＝ １，即得文献［８］的定理 １；若令 ｇ（ ｚ２）＝ １，即得文献［１０］的定理 １，且进

一步令 ａ＝ ｃ＝ １，ｂ＝ ０，可得文献［２］的定理 １．故此处定理 １ 推广了相关文献结果．

推论 １　 若存在函数 Ｆ（ ｚ１）使得等式

（Ｍｙ － Ｎｘ）
Ｎ［ａαｘα－１ ＋ ｂｓｘｓ－１ｙｔ］ － Ｍ［ｃβｙβ－１ ＋ ｂｔｘｓｙｔ －１］

＝ Ｆ（ ｚ１）

成立，则方程（１）具有积分因子 ｆ（ ｚ１） ＝ ｅｘｐ ∫Ｆ（ ｚ１）ｄｚ１[ ] ．

下面给出方程（１）具有形如式（２）的乘积形式积分因子的求解方法．

定理 ２　 若方程

ｇ（ ｚ２）Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＋ ｇ（ ｚ２）Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＝ ０ （４）

满足

ｇ（ ｚ２）（Ｍｙ － Ｎｘ） ＋ ｇ′（ ｚ２）ｄ［ｎＭｘｍｙｎ－１ － ｍＮｘｍ－１ｙｎ］
ｇ（ ｚ２）｛Ｎ［ａαｘα－１ ＋ ｂｓｘｓ－１ｙｔ］ － Ｍ［ｃβｙβ－１ ＋ ｂｔｘｓｙｔ －１］

＝ Ｆ（ ｚ１） （５）

则方程（４）具有积分因子 ｆ（ ｚ１） ＝ ｅｘｐ ∫Ｆ（ ｚ１）ｄｚ１[ ] ，于是方程（１）具有积分因子 μ ＝ ｇ（ ｚ２）ｅｘｐ ∫Ｆ（ ｚ１）ｄｚ１[ ] ．

证明　 由推论 １ 直接可得结果，证明过程从略．

注 ２　 将式（５）重新整理可得

Ｆ（ ｚ１）｛Ｍ［ｃβｙβ－１ ＋ ｂｔｘｓｙｔ －１］ － Ｎ［ａαｘα－１ ＋ ｂｓｘｓ－１ｙｔ］｝ ＋ （Ｍｙ － Ｎｘ）
ｄ［ｍＮｘｍ－１ｙｎ － ｎＭｘｍｙｎ－１］

＝
ｇ′（ ｚ２）
ｇ（ ｚ２）

（６）

观察可知，通过选取恰当的函数 Ｆ（ ｚ１）使得式（６）右端仅为与 ｚ２ 相关的函数，从而可确定出函数 ｆ（ ｚ１），进而

求出原方程对应的积分因子．

从注 ２ 中可以得到求乘积形式积分因子（２）的具体求法，即简化为如下两个步骤完成：

１） 从满足式（５）的充要条件表达式中推导出函数 ｇ（ｚ２）应满足的关系式，选取恰当的 Ｆ（ｚ１），确定出 ｇ（ｚ２）；

２） 求方程（４）中具有形如 ｆ（ ｚ１）的积分因子，进而确定方程（１）的积分因子 ｆ（ ｚ１）ｇ（ ｚ２） ．

２　 应用举例

例 １　 求解微分方程 ３ｙｄｘ＋ｘ（２
＋３ｙ）

１＋ｙ
ｄｙ＝ ０．
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解　 设 Ｍ（ｘ，ｙ）＝ ３ｙ，Ｎ（ｘ，ｙ）＝ ｘ（２＋３ｙ）
１＋ｙ

，取式（２）中 ａ ＝ ｂ ＝ α ＝ ｓ ＝ ｔ ＝ ｄ ＝ｍ ＝ ｎ ＝ １，ｃ ＝ ０，则有 ｚ１ ＝ ｘ＋ｘｙ，

ｚ２ ＝ ｘｙ，由定理 ２ 可知

Ｆ（ ｚ１）｛Ｍ［ｃβｙβ－１ ＋ ｂｔｘｓｙｔ －１］ － Ｎ［ａαｘα－１ ＋ ｂｓｘｓ－１ｙｔ］｝ ＋ （Ｍｙ － Ｎｘ）
ｄ［ｍＮｘｍ－１ｙｎ － ｎＭｘｍｙｎ－１］

＝
Ｆ（ ｚ１）（ － ２ｘ） ＋ １

１ ＋ ｙ
－ ｘｙ
１ ＋ ｙ

此时可 选 取 Ｆ （ ｚ１ ） ＝ １
ｚ１

＝ １
ｘ＋ｘｙ

， 则 ｇ （ ｚ２ ） ＝ ｚ２ ＝ ｘｙ， 于 是 方 程 有 乘 积 形 式 的 积 分 因 子 μ ＝

ｇ（ ｚ２）ｅｘｐ ∫Ｆ（ ｚ１）ｄｚ１[ ] ＝ ｘｙ（ｘ ＋ ｘｙ） ，用积分因子乘方程两端，可得方程的通解为 ｘ３ｙ２ ＋ｘ３ｙ３ ＝ Ｃ，Ｃ 为任意

常数．
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