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方程 φ（φ（φ（ ｘ）））＝ ２ 的正整数解
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　 　 摘　 要：讨论了方程 φ（φ（φ（ｘ）））＝ ２ 的正整数解问题，利用初等方法给出了方程的全部 １７ 个正整数

解，其中 φ（ｘ）为 Ｅｕｌｅｒ 函数．
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Ｅｕｌｅｒ 函数 φ（ｎ）是定义在正整数 ｎ 上的函数，它在正整数 ｎ 上的值等于序列 ０，１，２，…，ｎ－１ 中与 ｎ 互素

的整数的个数［１］ ．关于 Ｅｕｌｅｒ 函数 φ（ｎ）的研究是数论中十分重要且有意义的研究课题之一［２］ ．对于包含

Ｅｕｌｅｒ 函数 φ（ｎ）的数论函数方程的可解性问题，许多学者进行了研究．２００５ 年，乐茂华［３］讨论了方程 φ（ｘ）＝
２ｔ 的可解性问题；２００６ 年，吕志宏［４］讨论了方程 φ（φ（ｘ））＝ ２ω（ｘ） 的可解性问题，给出了该方程的全部 ２０ 个

正整数解，其中 ω（ｘ）为正整数 ｘ 的相异素因子个数；２００７ 年，陈国慧［５］讨论了方程 φ（φ（φ（ｘ）））＝ ２ω（ｘ）的可

解性问题，给出了其全部的 ５９ 个解；２００９ 年，马静［６］ 讨论了方程 φ（ｎ）＝ ２ｔω（ｎ）（ ｔ∈Ｚ＋）的可解性问题；２０１０
年，田呈亮［７］等讨论了方程 φ（φ（ｘ））＝ ２Ω（ｘ） 的可解性问题，其中当 ｘ ＝ ｐ１

α１ ｐ２
α２…ｐｋ

αｋ的标准分解式时，定义

Ω（ｘ）为 Ω（１）＝ ０， Ω（ｘ） ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １
α ｉ ；２０１２ 年，孙翠芳［８］ 等讨论了 ｎ－φ（ｎ） ＝ ２Ω（ｎ），ｎ－φ（φ（ｎ）） ＝ ２Ω（ｎ），φ（ｎ－

φ（ｎ））＝ ２Ω（ｎ）这 ３ 个方程的可解性问题；２０１４ 年，多布杰［９］讨论了方程 φ（φ（ｘ））＝ ２ｔ 的可解性问题．
此处主要讨论了方程

φ（φ（φ（ｘ））） ＝ ２ （１）
的正整数解问题，利用初等的方法给出了其全部的正整数解．

１　 引　 理

引理 １［１０］ 　 当 ｎ≥３ 是整数时，φ（ｎ）为偶数．
引理 ２［１１］ 　 方程 φ（ｘ）＝ ２Ｐ 的解 ｘ 为

ｘ ＝ ３，４，６　 　 Ｐ ＝ １
ｘ ＝ ５，８，１０，１２　 Ｐ ＝ ２
ｘ ＝ ７，９，１４，１８　 Ｐ ＝ ３

ì

î

í

ïï

ïï

２　 结论及其证明

定理 １　 方程（１）的正整数解为 ｘ ＝ １１，１３，１５，１６，１９，２０，２１，２２，２４，２６，２７，２８，３０，３６，３８，４２，５４，共有



１７ 个．
证明　 设 ｘ＝ ２αｑ１

β１ｑ２
β２…ｑｔ

βｔ是方程（１）的正整数解，其中 ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｔ）是满足 ２＜ｑ１ ＜ｑ２ ＜…＜ｑｔ 的素

数，α，βｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｔ），ｔ 都是非负整数．由于 φ（ｎ）为积性函数，则有

φ（φ（φ（２αｑ１
β１ｑ２

β２…ｑｔ
βｔ））） ＝ φ（φ（φ（２α）φ（ｑ１

β１）φ（ｑ２
β２）…φ（ｑｔ

βｔ））） ＝

φ（φ（２α－１ｑ１
β１－１…ｑｔ

βｔ－１（ｑ１ － １）…（ｑｔ － １））） ≥

φ（φ（（ｑ１ － １）…（ｑｔ － １））） ＝ φ（φ（２ｔ·
ｑ１ － １

２
·…·

ｑｔ － １
２

）） ≥

φ（φ（２ｔ）） ＝ φ（２ｔ －１） ＝ ２ｔ －２

当 ｔ≥４ 时，φ（φ（φ（２αｑ１
β１ｑ２

β２…ｑｔ
βｔ）））＞２，因而，此处只需考虑 ０≤ｔ≤３ 的情况．

同样，由于 φ（ｎ）为积性函数，则有

φ（φ（φ（２αｑ１
β１ｑ２

β２…ｑｔ
βｔ））） ＝ φ（φ（φ（２α）φ（ｑ１

β１）φ（ｑ２
β２）…φ（ｑｔ

βｔ））） ＝

φ（φ（２α－１ｑ１
β１－１…ｑｔ

βｔ－１（ｑ１ － １）…（ｑｔ － １））） ≥

φ（φ（２α－１）） ＝ φ（２α－２） ＝ ２α－３

当 α≥５ 时，φ（φ（φ（２αｑ１
β１ｑ２

β２…ｑｔ
βｔ）））＞２，因而，此处只需考虑 ０≤α≤４ 的情况．

情况Ⅰ　 当 ｔ＝ ０，此时 ｘ＝ ２α，则有

φ（φ（φ（２α））） ＝ φ（φ（２α－１）） ＝ φ（２α－２） ＝ ２α－３ ＝ ２
从而可得 α＝ ４，进而有 ｘ＝ １６ 是方程（１）的正整数解．

情况Ⅱ　 当 ｔ＝ １，此时 ｘ＝ ２αｑβ，现对 α，β 的值进行讨论．
情况 １　 α＝ ０，β＝ １，此时 ｘ＝ ｑ，则有

φ（φ（φ（ｑ））） ＝ φ（φ（ｑ － １）） ＝ ２
由引理 ２ 可得，φ（ｑ－１）＝ ３ 或 φ（ｑ－１）＝ ４ 或 φ（ｑ－１）＝ ６．由引理 １ 可得，φ（ｑ－１）＝ ３ 是不可能成立的．

当 φ（ｑ－１）＝ ４ 时，有 ｑ－１＝ ５，８，１０，１２，即有 ｑ＝ １１，１３，因而 ｘ＝ １１，１３ 是方程（１）的 ２ 个正整数解．
当 φ（ｑ－１）＝ ６ 时，有 ｑ－１＝ ７，９，１４，１８，即有 ｑ＝ １９，因而 ｘ＝ １９ 是方程（１）的正整数解．
情况 ２　 α＝ ０，β＝ ２，此时 ｘ＝ ｑ２，则有

φ（φ（φ（ｑ２））） ＝ φ（φ（ｑ２ － ｑ）） ＝ φ（（ｑ － １）φ（ｑ － １）） ＝ ２
由引理 ２ 可得，（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ３ 或（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ４ 或（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ６．由于 ｑ 为奇素数，从而方程

（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ３，４，６ 都无正整数解，因而，此时方程（１）无正整数解．
情况 ３　 α＝ ０，β＝ ３，此时 ｘ＝ ｑ３，则有

φ（φ（φ（ｑ３））） ＝ φ（φ（ｑ３ － ｑ２）） ＝ φ（（ｑ２ － ｑ）φ（ｑ － １）） ＝ ２
由引理 ２ 可得，（ｑ２－ｑ）φ（ｑ－１）＝ ３ 或（ｑ２－ｑ）φ（ｑ－１）＝ ４ 或（ｑ２－ｑ）φ（ｑ－１）＝ ６．由于 ｑ 为奇素数，从而方程

（ｑ２－ｑ）φ（ｑ－１）＝ ３，４ 都无正整数解．当（ｑ２－ｑ）φ（ｑ－１）＝ ６ 时，有 ｑ＝ ３．因而，此时 ｘ＝ ３３ ＝ ２７ 是方程（１）的正整

数解．
情况 ４　 α＝ ０，β≥４，此时 ｘ＝ ｑβ，则有

φ（φ（φ（ｑβ））） ＝ φ（φ（ｑβ － ｑβ－１）） ＝ φ（（ｑβ－１ － ｑβ－２）φ（ｑ － １）） ＝ ２
由引理 ２ 可得，（ｑβ－１－ｑβ－２）φ（ｑ－１）＝ ｑβ－２（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ３，４，６．由于 ｑ 为奇素数，β－２≥２，从而方程（ｑβ－１ －
ｑβ－２）φ（ｑ－１）＝ ｑβ－２（ｑ－１）φ（ｑ－１）＝ ３，４，６ 都无正整数解．因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 ５　 α＝ １，β＝ １，此时 ｘ＝ ２ｑ，则有

φ（φ（φ（２ｑ））） ＝ φ（φ（ｑ － １）） ＝ ２
由情况 １ 的讨论可知，此时，ｘ＝ ２２，２６，３８ 是方程（１）的 ３ 个正整数解．

情况 ６　 α＝ １，β＝ ２，此时 ｘ＝ ２ｑ２，则有

φ（φ（φ（２ｑ２））） ＝ φ（φ（ｑ２ － ｑ）） ＝ φ（（ｑ － １）φ（ｑ － １）） ＝ ２
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由情况 ２ 的讨论可知，此时方程（１）无正整数解．
情况 ７　 α＝ １，β＝ ３，此时 ｘ＝ ２ｑ３，则有

φ（φ（φ（２ｑ３））） ＝ φ（φ（ｑ３ － ｑ２）） ＝ φ（（ｑ２ － ｑ）φ（ｑ － １）） ＝ ２
由情况 ３ 的讨论可知，此时，ｘ＝ ５４ 是方程（１）的正整数解．

情况 ８　 α＝ １，β≥４，此时 ｘ＝ ２ｑβ，则有

φ（φ（φ（２ｑβ））） ＝ φ（φ（ｑβ － ｑβ－１）） ＝ φ（（ｑβ－１ － ｑβ－２）φ（ｑ － １）） ＝ ２
由情况 ４ 的讨论可知，此时，方程（１）无正整数解．

情况 ９　 α＝ ２，β＝ １，此时 ｘ＝ ４ｑ，则有

φ（φ（φ（４ｑ））） ＝ φ（φ（２（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，φ（２（ｑ－１））＝ ３ 或 φ（２（ｑ－１））＝ ４ 或 φ（２（ｑ－１））＝ ６．由引理 １ 可知，φ（２（ｑ－１））＝ ３ 无正

整数解．
当 φ（２（ｑ－１））＝ ４ 时，有 ２（ｑ－１）＝ ５，８，１０，１２．从而有 ｑ ＝ ５，７，从而 ｘ ＝ ２０，２８ 是方程（１）的 ２ 个正整

数解．
当 φ（２（ｑ－１））＝ ６ 时，有 ２（ｑ－１）＝ ７，９，１４，１８．此时方程（１）无正整数解．
情况 １０　 α＝ ２，β＝ ２，此时 ｘ＝ ４ｑ２，则有

φ（φ（φ（４ｑ２））） ＝ φ（φ（２（ｑ２ － ｑ））） ＝ φ（（ｑ － １）φ（２（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑ－１）φ（２（ｑ－１））＝ ３，４，６．此时，有 ｑ＝ ３，进而 ｘ＝ ３６ 是方程（１）的正整数解．

情况 １１　 α＝ ２，β＝ ３，此时 ｘ＝ ４ｑ３，则有

φ（φ（φ（４ｑ３））） ＝ φ（φ（２（ｑ３ － ｑ２））） ＝ φ（（ｑ２ － ｑ）φ（２（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑ２－ｑ）φ（２（ｑ－１））＝ ３，４，６．此时方程（１）无正整数解．

情况 １２　 α＝ ２，β≥４，此时 ｘ＝ ４ｑβ，则有

φ（φ（φ（４ｑβ））） ＝ φ（φ（２（ｑβ － ｑβ－１））） ＝ φ（（ｑβ－１ － ｑβ－２）φ（２（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑβ－１－ｑβ－２）φ（２（ｑ－１））＝ ３，４，６．由于 ｑ 为奇素数，β－２≥２，从而方程（ｑβ－１－ｑβ－２）φ（２（ｑ－
１））＝ ３，４，６ 都无正整数解．因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 １３　 α＝ ３，β＝ １，此时 ｘ＝ ８ｑ，则有

φ（φ（φ（８ｑ））） ＝ φ（φ（４（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６．由引理 １ 可得，φ（４（ｑ－１））＝ ３ 是不可能成立的．由引理 ２ 可得，当
φ（４（ｑ－１））＝ ４ 时，有 ４（ｑ－１）＝ ５，８，１０，１２，此时有 ｑ ＝ ３，从而方程（１）有正整数解 ｘ ＝ ２４．当 φ（４（ｑ－１））＝ ６
时，有 ４（ｑ－１）＝ ７，９，１４，１８，显然其无正整数解，因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 １４　 α＝ ３，β＝ ２，此时 ｘ＝ ８ｑ２，则有

φ（φ（φ（８ｑ２））） ＝ φ（φ（４（ｑ２ － ｑ））） ＝ φ（（ｑ － １）φ（４（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑ－１）φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６．由于不存在奇素数 ｑ，使得（ｑ－１）φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６ 成立，
因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 １５　 α＝ ３，β＝ ３，此时 ｘ＝ ８ｑ３，则有

φ（φ（φ（８ｑ３））） ＝ φ（φ（４（ｑ３ － ｑ２））） ＝ φ（（ｑ２ － ｑ）φ（４（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑ２－ｑ）φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６．由于不存在奇素数 ｑ，使得（ｑ２－ｑ）φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６ 成立，
因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 １６　 α＝ ３，β≥４，此时 ｘ＝ ８ｑβ，则有

φ（φ（φ（８ｑβ））） ＝ φ（φ（４（ｑβ － ｑβ－１））） ＝ φ（（ｑβ－１ － ｑβ－２）φ（４（ｑ － １））） ＝ ２
　 　 由引理 ２ 可得，（ｑβ－１－ｑβ－２）φ（４（ｑ－１））＝ ３，４，６．由于 ｑ 为奇素数，β≥４，因而（ｑβ－１－ｑβ－２）φ（４（ｑ－１））＝ ３，
４，６ 无正整数解，因而，此时方程（１）无正整数解．

情况 １７　 α＝ ４，此时 ｘ＝ ２αｑβ，则有
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φ（φ（φ（２４ｑβ））） ＝ φ（φ（８（ｑβ － ｑβ－１））） ＝ φ（（ｑβ－１ － ｑβ－２）φ（８（ｑ － １））） ＞ φ（φ（８）） ＝ ２
因而，此时方程（１）无正整数解．

情况Ⅲ　 当 ｔ＝ ２，此时 ｘ＝ ２αｑ１
β１ｑ２

β２ ．现对 α，βｉ（ ｉ＝ １，２）的值分以下情况进行讨论．
情况 １　 α＝ ０，β１ ＝ １，β２ ＝ １，此时 ｘ＝ ｑ１ｑ２，则有

φ（φ（φ（ｑ１ｑ２））） ＝ φ（φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由引理 ２ 可得，φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３，４，６．由引理 １ 可得，φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３ 不可能成立．当 φ（（ｑ１－１）

（ｑ２－１））＝ ４ 时，有（ｑ１－１）（ｑ２ －１）＝ ５，８，１０，１２，此时有
ｑ１ ＝ ３

ｑ２ ＝ ５{ 或
ｑ１ ＝ ３

ｑ２ ＝ ７{ ，因而，此时方程（１）有正整数解 ｘ ＝

１５，２１．当 φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ６ 时，有（ｑ１－１）（ｑ２－１）＝ ７，９，１４，１８，此时方程（１）无正整数解．
情况 ２　 α＝ ０，β１ ＝ １，β２ ＝ ２，此时 ｘ＝ ｑ１ｑ２

２，则有

φ（φ（φ（ｑ１ｑ２
２））） ＝ φ（（ｑ２ － １）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２

由引理 ２ 可得，（ｑ２－１）φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３，４，６．此时，不存在奇素数 ｑ１，ｑ２ 使得其成立，因而方程（１）无正

整数解．同理，对于 α＝ ０，β１ ＝ ２，β２ ＝ １ 的情况，方程（１）无正整数解．
情况 ３　 α＝ ０，β１ ＝ １，β２≥３，此时 ｘ＝ ｑ１ｑ２

β２，则有

φ（φ（φ（ｑ１ｑ２
β２））） ＝ φ（（ｑ２

β２－１ － ｑ２
β２－２）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２

由引理 ２ 可得，（ｑ２
β２－１－ｑ２

β２－２）φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３，４，６．此时，不存在奇素数 ｑ１，ｑ２ 使得其成立，因而方程

（１）无正整数解．同理，对于 α＝ ０，β１≥３，β２ ＝ １ 的情况，方程（１）无正整数解．
情况 ４　 α＝ ０，β１ ＝ ２，β２ ＝ ２，此时 ｘ＝ ｑ２

１ｑ２
２，则有

φ（φ（φ（ｑ２
１ｑ２

２））） ＝ φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由引理 ２ 可得，（ｑ１－１）（ｑ２－１）φ（（ｑ１－１）（ｑ２ －１））＝ ３，４，６．显然不存在奇素数 ｑ１，ｑ２ 使得其成立，因而方程

（１）无正整数解．
情况 ５　 α＝ ０，β１ ＝ ２，β２≥３，此时 ｘ＝ ｑ２

１ｑ２
β２，则有

φ（φ（φ（ｑ２
１ｑ２

β２））） ＝ φ（（ｑ１ － １）（ｑ２
β２－１ － ｑ２

β２－２）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由引理 ２ 可得，（ｑ１－１）（ｑ２

β２－１－ｑ２
β２－２）φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３，４，６．显然不存在奇素数 ｑ１，ｑ２ 使得其成立，因而

方程（１）无正整数解．同理，对于 α ＝ ０，β１≥３，β２ ＝ ２，方程（１）无正整数解．结合 α ＝ ０，β１ ＝ ２，β２≥３ 与 α ＝ ０，
β１≥３，β２ ＝ ２ 这 ２ 种情况可得，当 α＝ ０，β１≥３，β２≥３ 情况时，方程（１）无正整数解．

情况 ６　 α＝ １，β１ ＝ １，β２ ＝ １，此时 ｘ＝ ２ｑ１ｑ２，则有

φ（φ（φ（２ｑ１ｑ２））） ＝ φ（φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由情况 １ 的讨论可得，此时方程（１）有正整数解 ｘ＝ ３０，４２．

情况 ７　 α＝ １，β１ ＝ １，β２ ＝ ２，此时 ｘ＝ ２ｑ１ｑ２
２，则有

φ（φ（φ（２ｑ１ｑ２
２））） ＝ φ（（ｑ２ － １）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２

由情况 ２ 的讨论可得，此时方程（１）无正整数解．同理，在情况 α＝ １，β１ ＝ ２，β２ ＝ １ 下，方程（１）无正整数解．
情况 ８　 α＝ １，β１ ＝ １，β２≥３，此时 ｘ＝ ２ｑ１ｑ２

β２，则有

φ（φ（φ（２ｑ１ｑ２
β２））） ＝ φ（（ｑ２

β２－１ － ｑ２
β２－２）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２

由情况 ３ 的讨论可得，此时方程（１）无正整数解．同理，在情况 α ＝ １，β１ ＝ ２，β２ ＝ １ 下，方程（１）无正整数解．同
理，在情况 α＝ １，β１≥３，β２ ＝ １ 下，方程（１）无正整数解．

情况 ９　 α＝ １，β１ ＝ ２，β２ ＝ ２，此时 ｘ＝ ２ｑ２
１ｑ２

２，则有

φ（φ（φ（２ｑ２
１ｑ２

２））） ＝ φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由情况 ４ 的讨论可得，此时方程（１）无正整数解．

情况 １０　 α＝ １，β１ ＝ ２，β２≥３，此时 ｘ＝ ２ｑ２
１ｑ２

β２，则有

φ（φ（φ（２ｑ２
１ｑ２

β２））） ＝ φ（（ｑ１ － １）（ｑ２
β２－１ － ｑ２

β２－２）φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
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由情况 ５ 的讨论可知，此时方程（１）无正整数解．同理，对于 α ＝ ０，β１≥３，β２ ＝ ２，方程（１）无正整数解．结合

α＝ １，β１ ＝ ２，β２≥３ 与 α＝ １，β１≥３，β２ ＝ ２ 这 ２ 种情况可得，当 α＝ １，β１≥３，β２≥３ 情况时，方程（１）无正整数解．
情况 １１　 α＝ ２，β１ ＝ １，β２ ＝ １，此时 ｘ＝ ４ｑ１ｑ２，则有

φ（φ（φ（ｑ１ｑ２））） ＝ φ（φ（２（ｑ１ － １）（ｑ２ － １））） ＝ ２
由引理 ２ 可得，φ（２（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３，４，６．由引理 １ 可得，φ（２（ｑ１－１）（ｑ２－１））＝ ３ 不可能成立．当 φ（２（ｑ１－
１）（ｑ２－１））＝ ４ 时，有 ２（ｑ１－１） （ ｑ２ －１）＝ ５，８，１０，１２，此时不存在满足 ｑ１ ＜ｑ２ 的奇素数 ｑ１，ｑ２ 使得 ２（ ｑ１ －１）
（ｑ２－１）＝ ５，８，１０，１２ 成立，此时方程（１）无正整数解．通过对这一情况的讨论可知，对于以下 ６ 种情况：α ＝ ２，
β１ ＝ １，β２ ＝ ２ 与 α＝ ２，β１ ＝ ２，β２ ＝ １ 与 α ＝ ２，β１ ＝ ２，β２ ＝ ２ 与 α ＝ ２，β１ ＝ ２，β２≥３ 与 α ＝ ２，β１≥３，β２ ＝ ２ 与 α ＝ ２，
β１≥３，β２≥３，方程（１）无正整数解．

至于 ｔ＝ ２ 时有关 α＝ ３ 与 α＝ ４ 的情况，可通过以上类似的方法得到方程（１）无正整数解，此处不再赘述．
情况Ⅳ　 当 ｔ＝ ３，此时，ｘ＝ ２αｑ１

β１ｑ２
β２ｑ３

β３，对于 ｔ＝ ３ 的这一情况，这里只考虑 α ＝ ０，β１ ＝ １，β２ ＝ １，β３ ＝ １ 这

一最简单的情况，至于其他情况可以相类似的得到．
当 α＝ ０，β１ ＝ １，β２ ＝ １，β３ ＝ １ 时，ｘ＝ ｑ１ｑ２ｑ３，则有

φ（φ（φ（ｑ１ｑ２ｑ３））） ＝ φ（φ（（ｑ１ － １）（ｑ２ － １）（ｑ３ － １））） ＝ ２
由引理 ２ 可得，φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１）（ｑ３－１））＝ ３，４，６．由引理 １ 可得，φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１）（ｑ３－１））＝ ３ 不可能成立．
当 φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１）（ｑ３－１））＝ ４ 时，有（ｑ１－１）（ｑ２－１）（ｑ３－１）＝ ５，８，１０，１２，显然不存在 ３ 个互不相同的奇素

数使得其成立，此时方程（１）无正整数解．同理，当 φ（（ｑ１－１）（ｑ２－１）（ｑ３－１））＝ ６ 时，方程（１）无正整数解．同
理，对于这一情况中有关 α，β１，β２，β３ 其他取值的情况，可以得到方程（１）无正整数解．

综合以上讨论可得，方程（１）有正整数解 ｘ＝ １１，１３，１５，１６，１９，２０，２１，２２，２４，２６，２７，２８，３０，３６，３８，４２，５４．
证毕．
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