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　 　 摘　 要：利用连带 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 微分方程在 ｘ＝ １ 附近的两个基本解，通过构造相似核函数，得到解的相似结

构，由此得出解决这类边值问题的一种简洁方法———相似构造法；该方法大大简化了运算步骤，并且能更直

观地观察出解的内在规律．
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众所周知，二阶常系数线性微分方程的求解问题已在数学分析中讨论过，并且较容易得出其解．２００４ 年

以来，文献［１］提出了微分方程解的相似构造理论，进而一些微分方程边值问题的解［２－１０］ 可以利用相似结构

理论求解出来．文献［１１］为求解变系数微分方程提供了另外一种方法，即通过线性变换把二阶变系数微分方

程转变成连带 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 方程来求解，通过求解连带 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 方程，可很容易得出变系数微分方程的解，对于

研究连带 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 微分方程的解具有重要的意义．基于此，研究如下连带 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 方程的边值问题：

（１ － ｘ２）ｙ″ － ２ｘｙ′ ＋ ν（ν ＋ １） － ｍ２

１ － ｘ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｙ ＝ ０ （１）

［ａｙ ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′］ ｘ ＝ α ＝ ｃ （２）
［ｄｙ ＋ ｅｙ′］ ｘ ＝ β ＝ ０ （３）

其中 ν，ａ，ｂ，α，β，ｃ 均为已知的实常数，ｍ＝ ０，１，２，…，０＜α＜β，ｃ≠０．利用微分方程（１）在 ｘ＝ １ 附近的两个基本

解，讨论边值问题（１）－（３）的解的相似结构．

１　 预备知识

方程（１）在 ｘ＝ １ 附近的两个基本解［１２］可用超几何函数表示为

ｙ１（ｘ） ＝ （ｘ２ － １）
ｍ
２ Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （４）

ｙ２（ｘ） ＝ （ｘ２ － １） － ｍ
２ Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １　 － ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （５）

　 　 定义引解函数如下：
φ０，０（ｘ，ξ） ＝ ｙ１（ｘ）ｙ２（ξ） － ｙ２（ｘ）ｙ１（ξ）



φ１，０（ｘ，ξ） ＝ ∂
∂ｘ

φ０，０（ｘ，ξ） ＝ ｙ′１（ｘ）ｙ２（ξ） － ｙ′２（ｘ）ｙ１（ξ）

φ０，１（ｘ，ξ） ＝ ∂
∂ξ

φ０，０（ｘ，ξ） ＝ ｙ１（ｘ）ｙ′２（ξ） － ｙ２（ｘ）ｙ′１（ξ）

φ１，１（ｘ，ξ） ＝ ∂２

∂ξ∂ｘ
φ０，０（ｘ，ξ） ＝ ∂２

∂ｘ∂ξ
φ０，０（ｘ，ξ） ＝ ｙ１′（ｘ）ｙ２′（ξ） － ｙ２′（ｘ）ｙ１′（ξ）

则它的通解为

ｙ（ｘ） ＝ Ｃ１ｙ１（ｘ） ＋ Ｃ２ｙ２（ｘ） ＝

Ｃ１（ｘ２ － １）
ｍ
２ Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２（ｘ２ － １） － ｍ

２ Ｆ
－ ｍ ＋ ν ＋ １－ ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

其中 Ｃ１，Ｃ２ 为待定常数，可由式（２）（３）确定．
为了得到式（１）－（３）解的相似结构，首先给出超几何微分方程的相关性质．超几何函数有如下的微分

性质［３］：

ｄ
ｄｘ

Ｆ
α　 β
γ

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ αβ

γ
Ｆ

α ＋ １　 β ＋ １
γ ＋ １

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

即有引理 １．
引理 １　 超比函数的一阶微商仍然是超比函数，但 α，β，γ 分别变为 α＋１，β＋１，γ＋１，且多了一个倍因

子
αβ
γ
．

证明　 由 Ｆ
α　 β
γ

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义，有

ｄ
ｄｘ

Ｆ
α　 β
γ

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ 

∞

ｋ ＝ ０

（α） ｋ（β） ｋ

ｋ！ （γ） ｋ

ｄ
ｄｘ

ｘｋ ＝


∞

ｋ ＝ １

（α） ｋ（β） ｋ

（ｋ － １）！ （γ） ｋ
ｘｋ－１ ｌ ＝ ｋ － １

∞

ｌ ＝ ０

（α） ｌ ＋１（β） ｌ ＋１

ｌ！ （γ） ｌ ＋１
ｘｌ

但（ｘ） ｌ＋１ ＝ ｘ（ｘ＋１）…（ｘ＋ｌ）＝ ｘ（ｘ＋１） ｌ，则

ｄ
ｄｘ

Ｆ
α　 β
γ

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ αβ

γ 
∞

ｌ ＝ ０

（α ＋ １） ｌ（β ＋ １） ｌ

ｌ！ （γ ＋ １） ｌ
ｘｌ ＝ αβ

γ
Ｆ

α ＋ １　 β ＋ １
γ ＋ １

；ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

引理 １ 证毕．
根据引理 １，很容易得到

ｙ′１（ｘ） ＝ ｍｘ（ｘ２ － １）
ｍ
２ －１Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（ｘ２ － １）

ｍ
２
（ν ＋ ｍ ＋ １）（ － ν ＋ ｍ）

ｍ ＋ １
Ｆ

－ ν ＋ ｍ ＋ １　 ν ＋ ｍ ＋ ２
ｍ ＋ ２

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （７）

ｙ′２（ｘ） ＝ － ｍｘ（ｘ２ － １） － ｍ
２ －１Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １－ ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（ｘ２ － １） － ｍ

２
（ － ｍ － ν）（ － ｍ ＋ ν ＋ １）

１ － ｍ
Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ ２－ ｍ － ν ＋ １
－ ｍ ＋ ２

；１
－ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （８）

在式（４）－（８）中，令 ｘ＝α，有

ｙ１（α） ＝ （α２ － １）
ｍ
２ Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （９）
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ｙ２（α） ＝ （α２ － １） － ｍ
２ Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １　 － ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１０）

ｙ′１（α） ＝ ｍα（α２ － １）
ｍ
２ －１Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（β２ － １）

ｍ
２
（ν ＋ ｍ ＋ １）（ － ν ＋ ｍ）

ｍ ＋ １
Ｆ

－ ν ＋ ｍ ＋ １　 ν ＋ ｍ ＋ ２
ｍ ＋ ２

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１１）

ｙ′２（α） ＝ － ｍα（α２ － １） － ｍ
２ －１Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １　 － ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（α２ － １） － ｍ

２
（ － ｍ － ν）（ － ｍ ＋ ν ＋ １）

１ － ｍ
Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ ２　 － ｍ － ν ＋ １
－ ｍ ＋ ２

；１
－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

同样，在式（４）－（８）中，令 ｘ＝β，有

ｙ１（β） ＝ （β２ － １）
ｍ
２ Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１３）

ｙ２（β） ＝ （β２ － １） － ｍ
２ Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １　 － ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１４）

ｙ′１（β） ＝ ｍβ（β２ － １）
ｍ
２ －１Ｆ

－ ν ＋ ｍ　 ν ＋ ｍ ＋ １
ｍ ＋ １

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（β２ － １）

ｍ
２
（ν ＋ ｍ ＋ １）（ － ν ＋ ｍ）

ｍ ＋ １
Ｆ

－ ν ＋ ｍ ＋ １　 ν ＋ ｍ ＋ ２
ｍ ＋ ２

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１５）

ｙ′２（β） ＝ － ｍβ（β２ － １） － ｍ
２ －１Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ １　 － ｍ － ν
－ ｍ ＋ １

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

１
２
（β２ － １） － ｍ

２
（ － ｍ － ν）（ － ｍ ＋ ν ＋ １）

１ － ｍ
Ｆ

－ ｍ ＋ ν ＋ ２　 － ｍ － ν ＋ １
－ ｍ ＋ ２

；１
－ β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１６）

２　 解的相似结构

由式（２）知
［ａｙ１（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′１（α）］Ｃ１ ＋ ［ａｙ２（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′２（α）］Ｃ２ ＝ ｃ （１７）

由式（３）知
ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）[ ] Ｃ１ ＋ ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）[ ] Ｃ２ ＝ ０ （１８）

联立式（１７）和式（１８），求解后得

Ｃ１ ＝
ｃ ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）( )

ａｙ１（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′１（α）( ) ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）( ) － ａｙ２ ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′２（α）( ) ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）( )

（１９）

Ｃ２ ＝
－ ｃ ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）( )

ａｙ１（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′１（α）( ) ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）( ) － ａｙ２（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′２（α）( ) ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）( )

（２０）
将式（１９）、（２０）代入式（６），得到边值问题（１）－（３）的解为

ｙ（ｘ） ＝
ｃ ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）( ) ｙ１（ｘ） － ｃ ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）( ) ｙ２（ｘ）

ａｙ１（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′１（α）( ) ｄｙ２（β） ＋ ｅｙ２′（β）( ) － ａｙ２（α） ＋ （１ ＋ ａｂ）ｙ′２（α）( ) ｄｙ１（β） ＋ ｅｙ１′（β）( )
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经过整理和化简，并令 φ（ｘ）＝
φ１（ｘ）
φ′１（α）

＝
ｄφ０，０（ｘ，β）＋ｅφ０，１（ｘ，β）
ｄφ１，０（α，β）＋ｅφ１，１（α，β）

，则

ｙ（ｘ） ＝ ｃ· １

ａ ＋ １
ｂ ＋ φ（α）

· １
ｂ ＋ φ（α）

·φ（ｘ） （２１）

３　 结　 论

相似核函数只与定解方程的两个线性无关的解和右边界条件的系数有关，与左边界条件的系数无关．若
右边界条件改变，只需对核函数做相应的修改，再经过简单的代数运算，便可得其解．该方法可以使程序变得

简单明了，易于操作，为编制相应的软件提供方便．
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