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　 　 摘　 要：函数的极值有重要的研究意义，求解方法多种多样；以三元函数一般的正定性判定方法为根

据，得到了一种新的三元函数极值判定方法及证明过程，这种方法适用于条件和非条件极值的情况，并将这

种判定方法推广到多元函数，得到一种多元函数极值判定方法．
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通过对高等数学的学习和研究，发现对于一元、二元函数极值的判定方法有了比较充分的研究［１⁃３］，但
是三元及多元函数极值的判定方法不同于二元函数极值判定方法，对于三元及多元函数的判定方法研究较

少，有 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵法［４］和梯度法［５］等．文章根据文献［６⁃８］研究了三元函数极值新的判定方法，依据文献［９］
推广得到了多元函数极值新的判定方法．

１　 三元函数极值新的判定方法及证明

定理 １　 若三元函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）存在驻点（ｘ０，ｙ０，ｚ０），且在驻点处有二阶连续偏导数，令 ａ１１ ＝ ｆｘ２（ｘ０，ｙ０，
ｚ０），ａ１２ ＝ ｆｘｙ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），ａ１３ ＝ ｆｘｚ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），ａ２２ ＝ ｆｙ２（ｘ０，ｙ０，ｚ０），ａ２３ ＝ ｆｙｚ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），ａ３３ ＝ ｆｚ２（ｘ０，ｙ０，ｚ０），则当满足

ａ１１－ａ２
１２－ａ２

１３＞０

ａ２２－ａ２
２３－１＞０

ａ３３－２＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

时，函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处取极小值；当满足

ａ１１＋ａ２
１２＋ａ２

１３＜０

ａ２２＋ａ２
２３＋１＜０

ａ３３＋２＜０

ì

î

í

ï
ï

ïï

时，函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在点

（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处取极大值．
证明　 由三元函数的泰勒展开式且 ｆｘ ＝ ｆｙ ＝ ｆｚ ＝ ０，就有

Δｆ ＝ ｆ（ｘ０ ＋ Δｘ，ｙ０ ＋ Δｙ，ｚ０ ＋ Δｚ） － ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０） ＝

１
１！

（ ｆｘΔｘ ＋ ｆｙΔｙ ＋ ｆｚΔｚ） ＋ １
２！

（ ∂
∂ｘ

Δｘ ＋ ∂
∂ｙ

Δｙ ＋ ∂
∂ｚ

Δｚ） ２ ｆ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝

１
２
［ ｆｘ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）Δｘ２ ＋ ２ｆｘｙ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）ΔｘΔｙ ＋

２ｆｘｚ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）ΔｘΔｚ ＋ ｆｙ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）Δｙ２ ＋

２ｆｙｚ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）ΔｙΔｚ ＋ ｆｚ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ）Δｚ２］
　 　 由于三元函数的一切二阶偏导数在点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处连续，由已知条件

ｆｘ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ１１ ＋ α１１，　 ｆｘｙ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ１２ ＋ α１２



ｆｘｚ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ１３ ＋ α１３，　 ｆｙ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ２２ ＋ α２２

ｆｙｚ（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ２３ ＋ α２３，　 ｆｚ２（ｘ０ ＋ θΔｘ，ｙ０ ＋ θΔｙ，ｚ０ ＋ θΔｚ） ＝ ａ３３ ＋ α３３

其中 α１１，α１２，α１３，α２２，α２３，α３３是无穷小量，于是得到

Δｆ ＝ １
２
［ａ１１Δｘ２ ＋ ２ａ１２ΔｘΔｙ ＋ ２ａ１３ΔｘΔｚ ＋ ａ２２Δｙ２ ＋ ２ａ２３ΔｙΔｚ ＋ ａ３３Δｚ２］ ＋

１
２
［α１１Δｘ２ ＋ ２α１２ΔｘΔｙ ＋ ２α１３ΔｘΔｚ ＋ α２２Δｙ２ ＋ ２α２３ΔｙΔｚ ＋ α３３Δｚ２］

（１）

引入点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）与（ｘ，ｙ，ｚ）之间的距 ρ＝ Δｘ２＋Δｙ２＋Δｚ２ ，从式（１）的括号内提出 ρ２ 并令
Δｘ
ρ

＝ ξ１，
Δｙ
ρ

＝ ξ２，
Δｚ
ρ

＝

ξ３，改写为 Δｆ 的表达式为

Δｆ ＝ ρ２

２
［ａ１１ξ２

１ ＋ ２ａ１２ξ１ξ２ ＋ ２ａ１３ξ１ξ３ ＋ ａ２２ξ２
２ ＋ ２ａ２３ξ２ξ３ ＋ ａ３３ξ２

３］ ＋ δ

其中 δ 是高阶无穷小．
由于 ξ２

１＋ξ２
２＋ξ２

３ ＝ １，必定能找到这种正的常数 ｍ，使得对于 ξ１，ξ２，ξ３ 可能有的一切数值总有 ａ１１ξ２
１＋２ａ１２

ξ１ξ２＋２ａ１３ξ１ξ３＋ａ２２ξ２
２＋２ａ２３ξ２ξ３＋ａ３３ξ２

３≥ｍ，令
ｇ（ξ１，ξ２，ξ３） ＝ ａ１１ξ２

１ ＋ ２ａ１２ξ１ξ２ ＋ ２ａ１３ξ１ξ３ ＋ ａ２２ξ２
２ ＋ ２ａ２３ξ２ξ３ ＋ ａ３３ξ２

３ ＝

（ａ２
１２ξ２

１ ＋ ２ａ１２ξ１ξ２ ＋ ξ２
２） ＋ （ａ２

１３ξ２
１ ＋ ２ａ１３ξ１ξ３ ＋ ξ２

３） ＋ （ａ２
２３ξ２

２ ＋ ２ａ２３ξ２ξ３ ＋ ξ２
３） ＋

ａ１１ξ２
１ － ａ２

１２ξ２
１ － ａ２

１３ξ２
１ ＋ ａ２２ξ２

２ － ａ２
２３ξ２

２ － ξ２
２ ＋ ａ３３ξ２

３ － ξ２
３ － ξ２

３ ＝

（ａ１２ξ１ ＋ ξ２） ２ ＋ （ａ１３ξ１ ＋ ξ３） ２ ＋ （ａ２３ξ２ ＋ ξ３） ２ ＋ （ａ１１ － ａ２
１２ － ａ２

１３）ξ２
１ ＋

（ａ２２ － ａ２
２３ － １）ξ２

２ ＋ （ａ３３ － ２）ξ２
３

所以，当

ａ１１－ａ２
１２－ａ２

１３＞０

ａ２２－ａ２
２３－１＞０

ａ３３－２＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

时，ｆ（ｘ０＋Δｘ，ｙ０＋Δｙ，ｚ０＋Δｚ）－ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）≥０，ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处取极小值．

同理可证，当

ａ１１＋ａ２
１２＋ａ２

１３＜０

ａ２２＋ａ２
２３＋１＜０

ａ３３＋２＜０

ì

î

í

ï
ï

ïï

时，ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处取极大值．

２　 多元函数极值的判定方法及证明

在这一节中，对三元函数极值判定方法做一个推广，得到多元函数极值的判定方法．
定理 ２　 若函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）存在驻点 Ｐ０ ＝ （ｘ０

１，ｘ０
２，…，ｘ０

ｎ），且在驻点处有二阶连续偏导数，令
ａ１１ ＝ ｆｘ２１（Ｐ０），ａ１２ ＝ ｆｘ１ｘ２（Ｐ０），…，ａ１ｎ ＝ ＝ ｆｘ１ｘｎ（Ｐ０），ａ２２ ＝ ｆｘ２２（Ｐ０），ａ２３ ＝ ｆｘ２ｘ３（Ｐ０ ），…，ａ２ｎ ＝ ｆｘ２ｘｎ（Ｐ０ ），…，ａｎｎ ＝

ｆｘｎｘｎ（Ｐ０），则当

ａ１１－ａ２
１２－ａ２

１３－…－ａ２
１ｎ＞０

ａ２２－ａ２
２３－ａ２

２４－…－ａ２
２ｎ－１＞０

︙
ａｎｎ－（ｎ－１）＞０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

时， ｆ （ ｘ１， ｘ２， ｘ３， …， ｘｎ ） 在 （ ｘ０
１， ｘ０

２， …， ｘ０
ｎ ） 处 取 极 小 值； 当

ａ１１＋ａ２
１２＋ａ２

１３＋…＋ａ２
１ｎ＞０

ａ２２＋ａ２
２３＋ａ２

２４＋…＋ａ２
２ｎ＋１＞０

︙
ａｎｎ＋（ｎ－１）＞０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

时， ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）在（ｘ０
１，ｘ０

２，…，ｘ０
ｎ）处取极大值．
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证明　 由 ｆ（Ｐ）在点 Ｐ０ 处的泰勒公式：

ｆ（Ｐ） ＝ ｆ（Ｐ０） ＋
∂ｆ（ＰＯ）
∂ｘ１

（ｘ１ － ｘ０
１） ＋

∂ｆ（Ｐ０）
∂ｘ２

（ｘ２ － ｘ０
２） ＋ … ＋

∂ｆ（Ｐ０）
∂ｘｎ

（ｘｎ － ｘ０
ｎ） ＋

１
２
［
∂２ ｆ（Ｐ０）

∂ｘ２
１

（ｘ１ － ｘ０
１） ２ ＋

∂２ ｆ（Ｐ０）
∂ｘ１∂ｘ２

（ｘ１ － ｘ０
１）（ｘ２ － ｘ０

２） ＋ … ＋
∂２ ｆ（Ｐ０）
∂ｘ１∂ｘｎ

（ｘ１ － ｘ０
１）（ｘｎ － ｘ０

ｎ） ＋

… ＋
∂２ ｆ（Ｐ０）
∂ｘｎ∂ｘ１

（ｘｎ － ｘ０
ｎ）（ｘ１ － ｘ０

１） ＋
∂２ ｆ（Ｐ０）
∂ｘｎ∂ｘ２

（ｘｎ － ｘ０
ｎ）（ｘ２ － ｘ０

２） ＋ … ＋
∂２ ｆ（Ｐ０）

∂ｘ２
ｎ

（ｘｎ － ｘ０
ｎ） ２］ ＋ Ｒ０ ＝

ｆ（Ｐ０） ＋ ｇｒａｄ ｆ（Ｐ０） Ｔ

Δｘ１

Δｘ２

︙
Δｘｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＋ １
２
（Δｘ１，Δｘ２…Δｘｎ）Ｈｆ（Ｐ０）

Δｘ１

Δｘ２

︙
Δｘｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＋ Ｒｎ

其中 Δｘｉ ＝ ｘｉ－ｘ０
ｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ），Ｒｎ 是高阶无穷小．

对于驻点 Ｐ０，ｇｒａｄ ｆ（Ｐ０）＝ ０，则泰勒展开式又可写为

ｆ（Ｐ） － ｆ（Ｐ０） ＝ １
２
（Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘｎ）Ｈｆ（Ｐｎ）（Δｘ１，Δｘ２…Δｘｎ） Ｔ ＋ Ｒｎ

　 　 由于 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）的一切二阶偏导数在（ｘ０
１，ｘ０

２，…，ｘ０
ｎ）连续，类似三元函数的证明过程，得到

Δｆ１ ＝ １
２
［ａ１１Δｘ２

１ ＋ ２ａ１２Δｘ１Δｘ２ ＋ … ＋ ２ａ１ｎΔｘ１Δｘｎ ＋

ａ２２Δｘ２
２ ＋ ２ａ２３Δｘ２Δｘ３ ＋ … ＋ ２ａ２ｎΔｘ２Δｘｎ ＋ … ＋ ａｎｎΔｘ２

ｎ］ （２）

引入点（ｘ０
１，ｘ０

２，…，ｘ０
ｎ）与（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）之间的距离 ρ ＝ Δｘ２

１＋Δｘ２
２＋…＋Δｘ２

ｎ ，由式（２）的括号内提出 ρ２，并

令
Δｘ１

ρ
＝ ξ１，

Δｘ２

ρ
＝ ξ２，…，

Δｘｎ

ρ
＝ ξｎ，改写 Δｆ 的表达式为

Δｆ１ ＝ ρ２

２
［ａ１１Δξ２

１ ＋ ２ａ１２Δξ１Δξ２ ＋ … ＋ ２ａ１ｎΔξ１Δξｎ ＋

ａ２２Δξ２
２ ＋ ２ａ２３Δξ２Δξ３ ＋ … ＋ ２ａ２ｎΔξ２Δξｎ ＋ … ＋ ａｎｎΔξ２

ｎ］ ＝

（ａ２
１２ξ２

１ ＋ ξ２
２ ＋ ２ａ１２ξ１ξ２） ＋ … ＋ （ａ２

１ｎξ２
１ ＋ ξ２

ｎ ＋ ２ａ１ｎξ１ξｎ） ＋

（ａ２
２３ξ２

２ ＋ ξ２
３ ＋ ２ａ２３ξ２ξ３） ＋ … ＋ （ａ２

２ｎξ２
２ ＋ ξ２

ｎ ＋ ２ａ２ｎξ２ξｎ） ＋ …

＋ （ａ２
ｎ－１ｎξ２

ｎ－１ ＋ ξ２
ｎ ＋ ２ａｎ－１ｎξｎ－１ξｎ） ＋ ａ１１ξ２

１ － ａ２
１２ξ２

１ － ａ２
１３ξ２

１ － …

－ ａ２
１ｎξ２

１ ＋ ａ２２ξ２
２ － ａ２

２３ξ２
２ － ａ２

２４ξ２
２ － … － ａ２

２ｎξ２
２ － ξ２

２ ＋ ａ３３ξ２
３ － ａ２

３４ξ２
３ －

… － ａ２
３ｎξ２

３ － ξ２
３ － ξ２

３ ＋ … ＋ ａｎｎξ２
ｎ － （ｎ － １）ξ２

ｎ

所以，当

ａ１１－ａ２
１２－ａ２

１３－…－ａ２
１ｎ＞０

ａ２２－ａ２
２３－ａ２

２４－…－ａ２
２ｎ－１＞０

︙
ａｎｎ－（ｎ－１）＞０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

时， ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）在（ｘ０
１，ｘ０

２，…，ｘ０
ｎ）处取极小值．

同理，当

ａ１１＋ａ２
１２＋ａ２

１３＋…＋ａ２
１ｎ＞０

ａ２２＋ａ２
２３＋ａ２

２４＋…＋ａ２
２ｎ＋１＞０

︙
ａｎｎ＋（ｎ－１）＞０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

时， ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）在（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处取极大值．
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３　 实例应用

在这一节中，通过一个简单实例应用，对定理进行验证．
例 １　 求函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ２＋２ｙ２＋３ｚ２＋２ｘ＋４ｙ－６ｚ 的极值．

解　 先求函数的驻点，由

ｆｘ ＝ ２ｘ＋２＝ ０

ｆｙ ＝ ４ｙ＋４＝ ０

ｆｚ ＝ ６ｚ－６＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

得到函数的驻点为 Ｐ０（－１，－１，１），因为有 ａ１１ ＝ ２，ａ２２ ＝ ４，ａ３３ ＝ ６，

ａ１２ ＝ ０，ａ２３ ＝ ０，ａ１３ ＝ ０，得到

ａ１１－ａ２
１２－ａ２

１３ ＝ ４＞０

ａ２２－ａ２
２３－１＝ ３＞０

ａ３３－２＝ ４＞０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

，所以 Ｐ０（－１，－１，１）是函数的极小值点，在极值点处函数的极值

为 ｆ（－１，－１，１）＝ －６．
通过实例验证，不难发现这种新的判定方法能够判定函数的极值．
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