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　 　 摘　 要：对广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程的波前解进行研究，在黏性充分小的情况下，运用几何奇异摄动理论

证明其波前解是持续的．
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１　 基础知识

利用几何奇异摄动理论研究广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程：

ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ μｕｘｘ － δｕｘｘｔ ＋ εｕｘｘｘｘ ＝ ０ （１）

波前解的持续性，其中 μ，δ 和 ε 为正常数，分别刻画耗散、色散和黏性的效果．当 ε ＝ ０ 时，方程（１）即为

Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程：

ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ μｕｘｘ － δｕｘｘｔ ＝ ０ （２）

它可以看成是 Ｂｕｒｇｅｒｓ 型方程与 ＢＢＭ 方程所组合的简单扩散模型，可以描述非线性色散介质中单向传播的

水波［１］和流体力学中具有有限的小振幅水波［２］等．当 μ＝ ０ 时，方程（２）变为 ＢＢＭ 方程：

ｕｔ ＋ ｕｕｘ － δｕｘｘｔ ＝ ０ （３）

式（３）是 Ｂｅｎｊａｍｉｎ⁃Ｂｏｎａ⁃Ｍａｈｏｎｙ 于 １９７２ 年在水波研究中提出的［２］，其中 δ 是色散系数，它可以用来描述冷等

离子体中的水磁波、可压缩流体中的声重力波、和谐水晶中的声波［３］等．在这些物理现象的研究中，方程行波

解的研究起到重要的作用．因为不管是精确的还是数值的行波解，都可能对理解这些物理现象提供更多的信

息．目前对方程（２）的解法主要有正切函数法［５］、Ｆｏｕｒｉｏｒ 解法［６］、吴方法［７］ 等．通过这些方法，也找到一些精

确波前解．１９９２ 年，张卫国和王明亮利用待定系数法分别求出了方程（２）的一类指数函数有理分式形式的精

确波前解

ｕ（ξ） ＝ － １２μ２ ／ ２５δｖ

（１ ＋ ｅ － μ
５δｖ（ξ＋ξ０）） ２

＋ ｖ ＋ ６μ２

２５δｖ

并且证明了方程（２）的这类行波解可分解为 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的行波解和 ＢＢＭ 方程的行波解的线性组合［８］ ．２００９

年，姜璐利用首次积分法得到了方程（２）的两种形式的精确波前解［９］：
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　 　 波前解的存在性问题是行波理论的一个基本问题．由于非线性波方程的波前解实际上对应相应行波系

统的异宿轨，故波前解存在性的研究通常转化为相空间上异宿轨存在性的研究．然而当非线性波方程所对应

行波系统的相空间是高维时，异宿轨的存在性就会变得非常困难．因此利用几何奇异摄动理论［１０］ 研究小参

数情况下非线性波方程波前解的持续性已经成为一个重要方向．例如 ＫＢＫ 方程波前解的持续性［１１］、含有时

空延迟的 ＫＰＰ 方程的波前解的持续性［１２］、疾病模型中行波解的存在性［１３］等．

下面将从动力系统和几何奇异摄动理论的角度来探讨当 ε 充分小时，方程（１）的波前解的持续性．

２　 动力系统的刻画

式（１）做行波变换，将 ｕ（ｘ，ｔ）＝ ｕ（ξ），其中 ξ＝ ｘ－ｃｔ 代入式（１），得
－ ｃｕ′ ＋ ｕｕ′ ＋ μｕ″ ＋ ｃδｕ‴＋ εｕ（４） ＝ ０ （４）

积分式（４）一次，得

ｄ － ｃｕ ＋ １
２
ｕ２ ＋ μｕ ＋ ｃδｕ″ ＋ εｕ‴＝ ０ （５）

其中 ｄ 是积分常数．假设 ｃ２－２ｄ＞０，则 ｕ１ ＝ ｃ－ ｃ２－２ｄ和 ｕ２ ＝ ｃ＋ ｃ２－２ｄ是式（１）的两个平衡态．令 ｕ′＝ ｖ，ｖ′＝ｗ，
则式（５）可以改写为
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＝ Ｆ（Ｙ） （６）

显然系统（６）有下面两个平衡点

Ｙ０ ＝ （ｃ － ｃ２ － ２ｄ ，０，０） Ｔ，Ｙ１ ＝ （ｃ ＋ ｃ２ － ２ｄ ，０，０） Ｔ

系统（６）在 Ｙ０ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

Ａ０ ＝ ＤＦ（Ｙ０） ＝
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其对应的特征方程为

λ３ ＋ ｃδ
ε
λ２ ＋ μ

ε
λ － ｃ２ － ２ｄ

ε
＝ ０ （７）

类似地，系统（６）在 Ｙ１ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为
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其对应的特征方程为

λ３ ＋ ｃδ
ε
λ２ ＋ μ

ε
λ ＋ ｃ２ － ２ｄ

ε
＝ ０ （８）

从而有下面的结论：

定理 １　 如果 ｃ２－２ｄ＞０， ｃ２－２ｄ
ｃδ

－ μ
ε
＜０，那么在系统（６）中，不稳定流形 Ｗｕ（Ｙ０）是一维的，稳定流形

Ｗｓ（Ｙ１）是三维的．

证明　 定理的证明主要依据辐角原理．Ｙ０ 线性化的谱是由式（７）决定的，令

ｍ０（λ） ＝ λ３ ＋ ｃδ
ε
λ２ ＋ μ

ε
λ － ｃ２ － ２ｄ

ε

则式（７）可以改写成 ｍ０（λ）＝ ０．下面证明 ｍ０（λ）＝ ０ 在右半复平面上只有一个根．由于 ｍ０（λ）是解析的，故式

（７）在右半复平面上根的个数为

１
２π

ｌｉｍ
Ｒ→∞

ΔＣ０
ａｒｇ ｍ０（λ） （９）

其中周线 Ｃ０ 是以原点为圆心、以 Ｒ 为半径的落在右半复平面内的半圆与虚轴所组成的有向围线，其方向是

逆时针方向；ΔＣ０
ａｒｇ ｍ０（λ）表示 ｍ０（λ）沿着 Ｃ０ 总的辐角改变量．式（９）等于

１．５ ＋ １
２π

Δａｒｇ ｍ０（ｉＲ）[ ] Ｒ ＝ －∞
Ｒ ＝ ＋∞

其中中括号里的量表示当 Ｒ 从＋∞到－∞时 ｍ０（ｉＲ）的总辐角改变量．因此需要计算 ｍ０（ ｉＲ）的象绕着原点转

了几圈．注意到

ｍ０（ｉＲ） ＝ － ｃδ
ε
Ｒ２ － ｃ２ － ２ｄ

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｉ － Ｒ３ ＋ μ

ε
Ｒæ

è
ç

ö

ø
÷

由于－ ｃδ
ε
Ｒ２－ ｃ２－２ｄ

ε
＜０，ｍ０ ０( ) ＝ － ｃ２－２ｄ

ε
，故 ｍ０（ｉＲ）的象只落在左半复平面．当 Ｒ 充分大时，ｍ０（ ｉＲ）的象

有下面的渐近性质

Ｒｅ ｍ０（ｉＲ） ～ － ｃδ
ε
Ｒ２， ｌｍ ｍ０（ｉＲ） ～ － Ｒ３ 当 Ｒ → ±∞

因此 Δａｒｇ ｍ０（ｉＲ）[ ] Ｒ＝－∞
Ｒ＝＋∞ ＝ －π，所以式（７）在右半复平面上只有一个根．这说明不稳定流形 Ｗｕ（Ｙ０）是一维的．

类似地，令

ｍ１（λ） ＝ λ３ ＋ ｃδ
ε
λ２ ＋ μ

ε
λ ＋ ｃ２ － ２ｄ

ε

则式（８）可以改写成 ｍ１（λ）＝ ０．同理可得式（８）在左半复平面上根的个数是

１．５ ＋ １
２π

Δａｒｇ ｍ１（ｉＲ）[ ] Ｒ ＝ ＋∞
Ｒ ＝ －∞

先计算量 Δａｒｇ ｍ１（ｉＲ）[ ] Ｒ＝＋∞
Ｒ＝０ ．注意到

ｍ１（ｉＲ） ＝ － ｃδ
ε
Ｒ２ ＋ ｃ２ － ２ｄ

ε
æ

è
ç
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ø
÷ ＋ ｉ － Ｒ３ ＋ μ

ε
Ｒæ

è
ç
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ø
÷

显然当 Ｒ 从 ０ 单调增加到＋∞时，ｍ１（ｉＲ）的实部从
ｃ２－２ｄ
ε

单调减少到－∞ ，而 ｍ１（ ｉＲ）的虚部先从 ０ 单调增
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加到
２μ ３εμ

９ε２ ，然后从
２μ ３εμ

９ε２ 单调减少到 －∞ ．当 ｘ０ ＝ － ｃδ
ε
Ｒ２ ＋ ｃ２－２ｄ

ε
＝ ０，即 Ｒ２ ＝ ｃ２－２ｄ

ｃδ
时，根据假设

ｃ２－２ｄ
ｃδ

－ μ
ε
＜０，有 ｙ０ ＝ －Ｒ３＋ μ

ε
Ｒ＞０．即当 Ｒ 从 ０ 单调增加到＋∞ ，ｍ１（ ｉＲ）的象从点 ｃ２－２ｄ

ｃδ
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 出发经第一象

限与正虚半轴相交于点（０，ｙ０），再经第二象限与负实半轴相交，最后进入第三象限且在第三象限有下面的

渐近性质

Ｒｅ ｍ０（ｉＲ） ～ － ｃδ
ε
Ｒ２， ｌｍ ｍ０（ｉＲ） ～ － Ｒ３ 当 Ｒ → ∞

因此， Δａｒｇ ｍ１（ｉＲ）[ ] Ｒ＝∞
Ｒ＝０ ＝ ３π

２
，同理可得 Δａｒｇ ｍ１（ｉＲ）[ ] Ｒ＝０

Ｒ＝－∞ ＝ ３π
２
．所以式（８）在左半复平面上有 ３ 个根．这说

明稳定流形 Ｗｓ（Ｙ１）是三维的．定理证毕．

对于固定的 μ，δ，ｃ２－２ｄ＞０，如果 ε＞０ 充分小，那么
ｃ２－２ｄ
ｃδ

－ μ
ε
＜０ 是显然成立的．由定理 １ 易得不稳定流

形 Ｗｕ（Ｙ０）的维数与稳定流形 Ｗｓ（Ｙ１）的维数之和是 ４，然而相空间是 Ｒ３，所以在 Ｒ３ 中，这两个流形极可能相

交于一条一维的曲线，即系统（６）的一条异宿轨．下面利用几何奇异摄动理论证明相交的存在性．

３　 波前解的存在性

如果 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程存在一个单调增加的波前解，那么将证明对于充分小的 ε，广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方

程也存在一个波前解．当 ０＜ε＜１ 时，系统（６）可以改写成

ｕ′ ＝ ｖ

ｖ′ ＝ ｗ

εｗ′ ＝ － １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖ － ｃδｗ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

系统（１０）通常被称为“慢系统”，其对应的“快系统”为

ｕη ＝ εｖ

ｖη ＝ εｗ

ｗη ＝ － １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖ － ｃδｗ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

若在系统（１０）中令 ε＝ ０，则 ｕ，ｖ 满足系统

ｕ′ ＝ ｖ

ｖ′ ＝ １
ｃδ

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖæ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

且 ｗ 属于集合

Ｍ０ ＝ （ｕ，ｖ，ｗ）：ｗ ＝ １
ｃδ

（ － １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖ）{ }

其中 Ｍ０ 是 Ｒ３ 的一个二维子流形．

根据文献［１０］中的定义，流形 Ｍ０ 被称为是正规双曲的，如果快系统限制在 Ｍ０ 上，有 Ｍ０ 维数个特征值

在虚轴上，且剩下的都是双曲的，则快系统（１１）限制在 Ｍ０ 上的线性化系统的矩阵为
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Ａ ＝
０ ０ ０

０ ０ ０

ｃ － ｕ － μ － ｃδ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

因为矩阵 Ａ 的特征值是 ０，０，－ｃδ，所以流形Ｍ０ 是正规双曲的．因此，由 Ｆｅｎｉｃｈｅｌ 不变流形理论知，对充分小的

ε＞０，存在 Ｒ３ 的一个二维子流形 Ｍε 包含于 Ｍ０ 的 Ｏ（ε）领域内，并与 Ｍ０ 是微分同胚的．

为了确定 Ｍε 上的动力学行为，记

Ｍε ＝ （ｕ，ｖ，ｗ）：ｗ ＝ １
ｃδ

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｈ（ｕ，ｖ，ｗ）{ } （１３）

其中 ｈ 光滑地依赖于 ε 且 ｈ（ｕ，ｖ，０）＝ ０．将式（１３）中的 ｗ 的表达式代入系统（１０）的第 ３ 个方程，得

ε １
ｃδ

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ′ ＋ ∂ｈ

∂ｕ
ｕ′ ＋ ∂ｈ

∂ｖ
ｖ′é

ë
êê

ù

û
úú ＝ － ｃδｈ（ｕ，ｖ，ε） （１４）

将 ｈ 展成 ε 的泰勒级数

ｈ（ｕ，ｖ，ε） ＝ ｈ（ｕ，ｖ，０） ＋ εｈε（ｕ，ｖ，０） ＋ １
２
ε２ｈεε（ｕ，ｖ，０） ＋ …

然后代入式（１４）并比较 ε 的同次幂系数．比较零次幂系数，得 ｈ（ｕ，ｖ，０）＝ ０；比较一次幂系数，得

ｈε（ｕ，ｖ，０） ＝ － μ
（ｃδ） ３ｄ ＋ ｃμ

（ｃδ） ３ｕ － ｃ２δ ＋ μ２

（ｃδ） ３ ｖ － μ
２（ｃδ） ３ｕ

２ ＋ １
（ｃδ） ３ｕｖ

这样就可以改写系统（１０）为

ｕ′ ＝ ｖ

ｖ′ ＝ １
ｃδ

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εｈ（ｕ，ｖ，０） ＋ Ｏ（ε２）

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

系统（１５）决定 Ｍε 上的动力学行为．下面给出并证明持续性定理．

定理 ２　 假设 ｃ２０－２ｄ ＞０，ｄ＞０．如果 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程存在一个严格单调增加的波前解 ｕ０（ｘ，ｔ）＝ ｕ０（ξ），

满足 ｌｉｍ
ξ→±∞

ｕ０（ξ）＝ ｃ０± ｃ２０－２ｄ ，那么对于充分小的 ε＞０，这个波前解在广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程中持续，即广义

Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ 方程也存在一个波前解 ｕ（ｘ，ｔ）＝ ｕ（ξ），满足 ｌｉｍ
ξ→±∞

ｕ（ξ）＝ ｃ０± ｃ２０－２ｄ ．

证明　 已知波前解 ｕ０（ξ）对应系统（１２）在（ｕ，ｖ）平面上的一条异宿轨，且这条异宿轨连接两个平衡点

Ｅ－和 Ｅ＋，其中 Ｅ± ＝（ｃ０± ｃ２０－２ｄ ，０） ．对于充分小的 ε，容易验证 Ｅ－和 Ｅ＋仍是系统（１５）的两个平衡点．下面证

明系统（１５）存在一条异宿轨连接这两个平衡点．

把系统（１５）改写为

ｕ′ ＝ ｖ

ｖ′ ＝ Φ（ｕ，ｖ，ｃ，ε）{
其中 Φ（ｕ，ｖ，ｃ，ε）满足

Φ（ｕ，ｖ，ｃ，０） ＝ １
ｃδ

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ － μｖæ

è
ç

ö

ø
÷

因为 ｕ０（ξ）是严格增加的，故可以被刻画成某个函数的图像，把这个函数表示成

ｖ ＝ ｆ（ｕ，ｃ０）

根据稳定流形定理，对于充分小的 ε，Ｗｕ（Ｅ－）可以被刻画成函数

ｖ ＝ ｆ１（ｕ，ｃ，ε）
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的图像，其中 ｆ１（ｃ０－ ｃ２０－２ｄ ，ｃ，ε）＝ ０．由解对参数的连续依赖性，当 ε 充分小时，Ｗｕ（Ｅ－）必与直线 ｕ ＝ ｃ０ 相交

于某点上．

类似地，用 ｖ＝ ｆ２（ｕ，ｃ，ε）刻画 Ｗｓ（Ｅ＋），显然有 ｆ２（ｃ０＋ ｃ２０－２ｄ ，ｃ，ε）＝ ０，且当 ε 充分小时，Ｗｓ（Ｅ＋）也必须

与直线 ｕ＝ ｃ０ 相交于某点上，因此有

ｆ１（ｕ，ｃ０，０） ＝ ｆ２（ｕ，ｃ０，０） ＝ ｆ（ｕ，ｃ０）
　 　 为了证明当 ε 充分小时，系统（１５）存在一条异宿轨，只需证明在 ｃ０ 附近存在唯一的 ｃ（ε），使得流形 ｆ１
和 ｆ２ 相交与直线 ｕ＝ ｃ０ 上的同一点．令

Ｇ（ｃ，ε） ＝ ｆ１（ｃ０，ｃ，ε） － ｆ２（ｃ０，ｃ，ε）

由于 ｖ＝ ｆ１（ｕ，ｃ，ε）和 ｖ＝ ｆ２（ｕ，ｃ，ε）都满足方程

ｄｖ
ｄｕ

＝ Φ（ｕ，ｖ，ｃ，ε）
ｖ

（１６）

可以得

ｄ
ｄＵ

∂ｆ１（ｕ，ｃ０，０）
∂ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∂

∂ｃ
ｄｆ１（ｕ，ｃ，０）

ｄｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃ ＝ ｃ０

＝

∂
∂ｃ

Φ ｕ，ｆ１（ｕ，ｃ，０），ｃ，０( )

ｆ１（ｕ，ｃ，０）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃ ＝ ｃ０

＝

∂
∂ｃ － μ

ｃδ
＋

－ １
２
ｕ２ ＋ ｃｕ － ｄ

ｃδｆ１（ｕ，ｃ，０）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｃ ＝ ｃ０

＝

１
２
ｕ２ － ｃ０ｕ ＋ ｄ

ｃ０δｆ（ｕ，ｃ０）
·

∂ｆ１（ｕ，ｃ０，０）
∂ｃ

＋

１
２
ｕ２ ＋ ｄ ＋ μｆ（ｕ，ｃ０）

ｃ２０δｆ（ｕ，ｃ０）

（１７）

命令

Ｐ（ｕ） ＝

１
２
ｕ２ － ｃ０ｕ ＋ ｄ

ｃ０δｆ（ｕ，ｃ０）
， Ｑ（ｕ） ＝

１
２
ｕ２ ＋ ｄ ＋ μｆ（ｕ，ｃ０）

ｃ２０δｆ（ｕ，ｃ０）
由于

∂ｆ１（ｃ０ － ｃ２０ － ２ｄ ，ｃ，ε）
∂ｃ

＝ ０

解式（１７）得
∂ｆ１（ｕ，ｃ０，０）

∂ｃ
＝ （ｅｘｐ∫ｕ

ｃ０
Ｐ（ξ）ｄξ）·∫ｕ

ｃ０＋ ｃ２０－２ｄ
Ｑ（ ｓ）·ｅｘｐ ∫ｓ

ｃ０
－ Ｐ（ξ）[ ] ｄｓ

这样就有

∂ｆ１（ｃ０，ｃ０，０）
∂ｃ

＝ ∫ｃ０
ｃ０－ ｃ２０－２ｄ

Ｑ（ ｓ）·ｅｘｐ ∫ｓ
ｃ０
－ Ｐ（ξ）[ ] ｄｓ

类似地有

∂ｆ２（ｃ０，ｃ０，０）
∂ｃ

＝ ∫ｃ０
ｃ０＋ ｃ２０－２ｄ

Ｑ（ ｓ）·ｅｘｐ ∫ｓ
ｃ０
－ Ｐ（ξ）[ ] ｄｓ

因为 ｕ０（ξ）是单调增加的，故 ｆ（ｕ，ｃ０）＞０．又 ｃ２０－２ｄ ＞０，ｄ＞０，所以有
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∂Ｇ（ｃ０，０）
∂ｃ

＝
∂ｆ１（ｃ０，ｃ０，０）

∂ｃ
－

∂ｆ２（ｃ０，ｃ０，０）
∂ｃ

＝

∫ｃ０＋ ｃ２０－２ｄ

ｃ０－ ｃ２０－２ｄ
Ｑ（ ｓ）·ｅｘｐ ∫ｓ

ｃ０
－ Ｐ（ξ）[ ] ｄｓ ＝

∫ｃ０＋ ｃ２０－２ｄ

ｃ０－ ｃ２０－２ｄ

１
２
ｓ２ ＋ ｄ ＋ μｆ（ｕ，ｃ０）

ｃ２０δｆ（ｕ，ｃ０）
·ｅｘｐ ∫ｓ

ｃ０
－ Ｐ（ξ）[ ] ｄｓ ＞ ０

　 　 因此，根据隐函数定理，对于充分小的 ε＞０，Ｇ（ｃ，ε）＝ ０ 在 ｃ０ 附近只有唯一的根 ｃ ＝ ｃ（ε） ．这表明流形 ｆ１
和 ｆ２ 相交于直线 ｕ＝ ｃ０ 上的同一点，即系统（１５）存在一条异宿轨连接平衡点 Ｅ－和 Ｅ＋ ．所以广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃ＢＢＭ

方程存在一个波前解 ｕ（ｘ，ｔ）＝ ｕ（ξ），满足 ｌｉｍ
ξ→±∞

ｕ（ξ）＝ ｃ０± ｃ２０－２ｄ ．定理证毕．
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